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摘  要 

I 

摘  要 

拓扑物理是本世纪以来凝聚态物理学研究中取得的最大的进展之一。拓扑概

念的引入使得人们对物相的分类和认知提升了一个新的台阶。从拓扑概念中衍生

出来的第一个拓扑材料即为拓扑绝缘体，它也是拓扑材料中最具代表性的一个。拓

扑绝缘体内部的能带结构与外界拓扑不同，因此拓扑相变发生在其界面处，这使其

在界面拥有了稳定的界面态。这种拓扑保护的界面态是拓扑材料最广为人知的特

性。在拓扑绝缘体发现之后，狄拉克半金属、外尔半金属、节线半金属等拓扑材料

被陆续提出并一一实验实现。近年来，研究者开始研究磁性拓扑材料和高阶拓扑材

料，并在光学、声学、电路等经典系统中自主设计和制造拓扑系统。因其与传统材

料拓扑不同的能带结构，拓扑材料往往展现出各种新奇的物理性质。这使它们成为

了研究新一类输运现象的绝佳平台。本论文将具体从以下几个方面研究拓扑材料

中的输运特性。 

从量子理论出发，我们研究了多个低能有效模型中各个方向的磁电阻，并考虑

了不同杂质势能的影响。通过对磁电阻的解析推导和计算，我们得到了两个重要的

结果：第一，在拥有单个狄拉克锥型能带结构的材料中量子极限下的纵向磁电阻反

比于磁场强度且不受杂质散射的影响；第二，量子极限下的线性磁电阻并非拥有线

性能谱的系统所独有，其同样存在于拥有二次方型能谱的系统中。此外，计算表明

长程高斯势能型杂质可以同时带来线性的纵向和横向磁电阻，而屏蔽库伦势能型

杂质只能导致线性的横向磁电阻。以上这些结果给出了准一维朗道能带系统中杂

质散射的机制和物理意义，并解释了实验上观测到的线性纵向磁电阻。本文中对磁

电阻的研究给拓扑半金属的输运性质带来了新的见解，并推动了线性磁电阻方向

的研究进展。 

我们发展了磁场中电荷密度波的理论框架，并通过计算发现在 ZrTe5 中电子和

声子之间的相互作用是形成电荷密度波的关键，而费米波矢固定的公度电荷密度

波支持了 ZrTe5 中的量子霍尔平台。这种电荷密度波机制的三维量子霍尔效应的独

特之处在于磁场强度同时调控了系统在沿磁场方向发生的序参数相变和在垂直于

磁场方向的平面内发生的拓扑相变。本文中的理论分析和计算结果解释了实验在

ZrTe5中观测到的三维量子霍尔效应，有助于将无耗散输运早日投入到实际应用中。 

我们提出了通过非局域化测量来区分轴子绝缘体和普通绝缘体的方法，并对

比研究了理想轴子绝缘体和反铁磁拓扑绝缘体 MnBi2Te4 的非局域化电阻值。数值

计算表明 MnBi2Te4 中存在着未量子化的非局域化输运现象，并且其非局域化电阻
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对费米能量变化、杂质和电极厚度的影响有一定的抵抗力。此外，本论文还发现了

奇数层和偶数层的 MnBi2Te4 器件可以通过不同测量方式下得到的非局域化电阻值

加以区分。这些结果为实验上测量 MnBi2Te4 的非局域化输运以及寻找轴子绝缘体

提供了切实可行的方案。 

 

关键词：磁电阻；拓扑绝缘体；拓扑半金属；三维量子霍尔效应 

  



Abstract 

III 

Abstract 

Topological physics is one of the greatest advancements made in the study of 

condensed matter physics since this century. The introduction of topology concepts has 

taken the classification and understanding of matter to a new level. The first topological 

material derived from the concept of topology is the topological insulator, which is also 

the most representative one among topological materials. The bulk energy band structure 

of topological insulators is topologically different from that of the outside; therefore, the 

topological transition happens at the interface, giving the topological insulator stable 

interface states. The topologically protected interface states are the most known feature 

of the topological materials. After the discovery of topological insulators, many other 

topological materials have been proposed and experimentally realized, including Dirac 

semimetals, Weyl semimetals, nodal-line semimetals, and so on. In recent years, 

researchers have started to investigate magnetic topological materials and higher-order 

topological materials, and design and manufacture topological systems in classical 

systems such as optical systems, acoustic systems, and electric circuits. Because their 

energy band structures are topologically different from those of traditional materials, 

topological materials often exhibit various novel physical properties. This makes them 

the ideal platform for investigating a new class of transport phenomena. This dissertation 

will study the transport properties of topological materials from the following aspects. 

Starting from the quantum theory, we have studied the magnetoresistance in various 

directions in several low-energy effective models, and the effect of different types of 

impurities has been considered. By the analytical derivation and calculations of the 

magnetoresistance, we have obtained two important results: first, the longitudinal 

magnetoresistance in the quantum limit is inversely proportional to the magnetic field 

strength, independent of impurity scattering, in materials with a single Dirac cone 

dispersion; second, linear magnetoresistance in the quantum limit is not exclusive to 

systems with linear energy dispersion, but can also occur in systems with quadratic 

energy dispersion. In addition, calculations show that the long-range Gaussian-type 

impurity can induce both linear longitudinal and transverse magnetoresistance, but the 

screened-Coulomb-type impurity can only induce linear transverse magnetoresistance. 

The above results reveal the scattering mechanisms and the corresponding physical 

meaning in the quasi-one-dimensional systems with Landau bands, and explain the linear 

longitudinal magnetoresistance observed in experiments. The investigation of 

magnetoresistance in this dissertation brings new insights into the transport properties of 

topological semimetals and advances research progress in the field of linear 

magnetoresistance. 
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We have developed the theory of the charge density wave under the magnetic field. 

Calculations show that the electron-phonon interactions in ZrTe5 are responsible for the 

form of the charge density wave, and the three-dimensional quantum Hall effect of ZrTe5 

is supported by a fixed-Fermi-wavevector commensurate charge density wave. The 

three-dimensional quantum Hall effect supported by the charge density wave is special 

in that the magnetic field strength simultaneously governs the order parameter phase 

transition of the system along the magnetic field direction and the topological phase 

transition perpendicular to the magnetic field direction. Theoretical analysis and 

calculations in this dissertation can explain the three-dimensional quantum Hall effect 

observed in ZrTe5 and help to further promote the dissipationless transport into practical 

applications. 

We have proposed using the nonlocal measurement to distinguish the axion 

insulators and normal insulators, and comparatively investigated the nonlocal resistance 

in the ideal axion insulator and the antiferromagnetic MnBi2Te4. Numerical calculations 

show that there exists non-quantized nonlocal transport in MnBi2Te4, which is robust 

against Fermi energy change, impurities, and electrode thickness. Additionally, this 

dissertation discovers that MnBi2Te4 devices of even-number-layer and odd-number-

layer can be distinguished based on the nonlocal resistance measured in different ways. 

The above results provide a practical approach to measuring the nonlocal transport of 

MnBi2Te4 in experiments and search for axion insulators. 

 

Keywords: magnetoresistance, topological insulator, topological semimetal, three-

dimensional quantum Hall effect 
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第 1 章 绪论 
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第 1 章 绪论 

本论文研究的课题为拓扑材料中的输运特性。本章将首先在 1.1 节中介绍凝聚

态物理中拓扑的概念以及其意义和应用；在 1.2 节中详细介绍不同种类的拓扑系统

以及在理论方面和实验方面对其电子能带结构的探索；之后在 1.3 节中介绍在拓扑

材料中存在的独特输运现象；在 1.4 节中综述目前拓扑材料输运性质的研究最新进

展以及现存问题；最后在 1.5 节中给出本论文的研究内容。 

1.1 课题背景及研究目的和意义 

对物质状态的分类一直以来是人类科学认知中重要的一环。从固态、液态和气

态三种简单的物相到现代物理中的铁磁相、反铁磁相，超导相等，物相的分类在不

断地发展。随之，固体物理（solid-state physics）领域的物理学家在二十世纪六十

年代开始将他们所研究的领域称作凝聚态物理（condensed-matter physics）[1]。他们

所研究的对象不仅有固体，还包含了液体，等离子体，以及其他一些非固态体系,

而物相的分类方法以及新物相的探索一直是凝聚态物理中最为重要的研究主题。 

对系统不同相的对称性分析可以很好地描述相变。例如，从固态到液态再到气

态，平移对称性不断地变高了；从铁磁相到非磁性相，旋转对称性变高了。基于对

称性变化而发展出的朗道相变理论[2]为近代凝聚态物理中物相分类的普适方法[3,4]。

然而，对于 1980 年实验上发现的量子霍尔效应[5]，对称性分析的方法却不再适用。 

量子霍尔效应是量子化的一个宏观体现。在二维电子气系统中，于垂直二维平

面的方向施加磁场，纵向流动的电子（或空穴）会因洛伦兹力发生偏转，从而产生

横向的电压，即霍尔电压（Hall voltage）。霍尔电阻为霍尔电压和纵向电流的比值。

随着磁场强度的不断增强，原本正比于磁场强度的霍尔电阻会变化为一个个霍尔

平台（Hall plateau），于此同时纵向电阻会降为零，如图 1-1 所示。即在一段磁场

强度范围内，霍尔电阻的值不再跟随磁场强度发生变化，而是一个固定的常数。这

个电阻常数的值为ℎ/(𝑛𝑒2)，其中𝑒为电子的电荷量，ℎ为普朗克常数，𝑛为整数。量

子霍尔效应体现的是系统内量子化的导电通道（这里的整数𝑛即为导电通道的个

数），它只能整数个地变化。当系统内只有一个导电通道时，霍尔电阻为ℎ/𝑒2 ≈25.8 

kΩ。导电通道的个数随着磁场强度的增大而不断减少，霍尔电阻从而有了一个个

量子化的值。量子霍尔效应并不依赖于实验材料和装置的细节，因此在实验中测量

到的量子化电阻是十分精确的。早在 1987 年便有实验[6]报道在不同样品之间测得

的量子化霍尔电阻误差仅为 5×10-9。此外，量子化的霍尔电阻是与物理常数𝑒和ℎ
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直接相连的，这使它变得更加重要。在 von Klitzing 发现了量子霍尔效应五年之后，

他便被授予了诺贝尔物理学奖。对于量子霍尔效应，以往对称性分析的方法却无法

描述系统的相变。因为在增大磁场强度的过程中，系统的对称性没有发生任何变化，

但量子化的霍尔电阻以及不同的霍尔平台却表明系统在强磁场下有着不同的物相。

在对量子霍尔效应的理论研究中[7,8]，一种新的分类方法，即拓扑分类，被引入到

了凝聚态物理学中。 

拓扑概念的引入开启了凝聚态物理研究的新篇章。拓扑不变量（topological 

invariance）原本是数学中的概念，它是用来区分不同几何对象的。两个几何物体拓

扑相同即表明可以从其中一个物体通过连续地形变得到另一个物体，如图 1-2 所

示。拓扑概念中最为著名的一个例子为：咖啡杯和甜甜圈是拓扑相同的（它们都有

一个孔洞），但它们和橘子是拓扑不同的。在凝聚态物理学中，拓扑被用来分类不

同的物相。因为现代物理研究中关注的通常是系统的能量，因此物相的拓扑分类往

往和能带理论紧密相连。系统中的电子（或准粒子）是从能量最低的态开始填充（对

费米子而言，泡利不相容原理要求每一个态只能由一个费米子占据），当填充满后

能量最高的态和下一处可以被占据的态之间有较大能量差时，这个能量差即为系

统的能隙大小。和数学中连续形变类似，拓扑相同的物相可以通过在不关闭能隙

（即能隙大小没有变为零）的情况下连续变化能隙的大小联系起来[4]。量子霍尔效

应中处于不同霍尔平台时的系统是拓扑不同的。随着磁场强度的增大，电阻从一个

霍尔平台变化到另一个平台时，系统的能隙经历一次闭合又打开的过程。系统的拓

扑不变量即为霍尔电阻ℎ/(𝑛𝑒2)中的整数𝑛。在量子霍尔效应中实现的拓扑态是需

要外加磁场的。 

 

图 1-1 量子霍尔效应[9]。在温度为 0.3 K 时，GaAs/AlGaAs 异质结中测量得到的霍尔电阻𝑅𝐻

和纵向电阻𝑅𝑥𝑥，其中𝐵为磁场强度。 

Fig. 1-1 The quantum Hall effect[9]. Experiment measurement of the Hall resistance 𝑅𝐻 and 

longitudinal resistance 𝑅𝑥𝑥 of GaAs/AlGaAs heterostructure at a temperature of 0.3 K (𝐵 is the 

magnetic field strength. 
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在凝聚态物理中有了拓扑的概念后，理论物理学家很快预测了一种无需外加

磁场即存在于材料中的拓扑态[10,11]。这种新的拓扑物态随后在实验中也被观测到

了[12]。拥有这种新奇拓扑态的材料便是拓扑绝缘体。从能带理论出发，绝缘体是拥

有较大能隙的一类材料，因为其能隙下方的态被完全填充，没有可以自由移动的载

流子所以无法导电。拓扑绝缘体的材料内部能带也有较大的能隙，但它与普通绝缘

体是拓扑不同的，两者无法通过在不关闭能隙的情况下连续变化能隙大小而相互

转变。从拓扑绝缘体转变为普通绝缘体的过程中能隙一定会先关闭再打开。这种拓

扑相变和量子霍尔效应中从一个霍尔平台变化到另一个霍尔平台时能隙的变化情

况是一致的。在拓扑绝缘体材料内部与材料外界环境接触的界面存在着能隙为零

的界面态。因此，拓扑绝缘体的材料内部绝缘但材料表面（二维体系即为边界）导

电，这是拓扑绝缘体的独特性质（将在下一小节详细介绍）。普通绝缘体和拓扑绝

缘体的区别可以从图 1-3 中不同能带结构的示意图体现出来。拓扑绝缘体的发现仅

仅是拓扑概念引入凝聚态物理研究中的开端。用拓扑分类的方法区分出有别于普

通材料（拓扑不变量为零）的材料通常被统称为拓扑材料（拓扑不变量非零）。除

拓扑绝缘体之外，近年来更多的拓扑材料陆续被理论预测和实验实现，包括陈绝缘

体、外尔半金属、狄拉克半金属、节线半金属、高价拓扑绝缘体、磁性拓扑绝缘体

等[13–17]。而拓扑分类的概念也进入了各个学科[18–22]。在 2016 年，诺贝尔物理学奖

颁发给了在物理学中引入拓扑概念做出卓越贡献的三位理论物理学家，David J. 

Thoules，F. Duncan M. Haldane 和 J. Michael Kosterlitz。 

 

图 1-2 数学中的拓扑概念。拓扑等价的咖啡杯和甜甜圈可以通过连续地形变相互转变，拓扑

不变量即对应着孔洞的个数。左图由 Keenan Crane 和 Henry Segerman 创作[CC-BY-SA-3.0]。 

Fig. 1-2 The concept of topology in math. The mug and donut are topologically equal and can be 

related by a continuous deformation, and the topological invariant is the number of holes. The left 

picture is created by Keenan Crane and Henry Segerman / [CC-BY-SA-3.0]. 

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.en
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.en
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拓扑系统的研究不仅对凝聚态理论的发展意义重大，而且在应用前景方面有

更加实际的意义。在拓扑系统中独有的特性通常被称作其拓扑性质。量子化阻值和

无耗散输运为众多拓扑性质中的典型代表。在量子霍尔效应中对应霍尔平台范围

内的磁场强度区间内，纵向电阻阻值为零以及霍尔电阻量子化便是无耗散输运的

体现。为零的纵向电阻表明纵向的电压降为零，而量子化的霍尔电阻是测量电极和

样品间的接触电阻。由于量子化霍尔电阻可以与物理常量直接对应以及其可重复

的超高精度，它已经成为电阻阻值的计量标准[9]并帮助实现了新的一套基于物理常

量的国际单位体系[23]。另一方面，将无耗散输运应用到电子元器件中可以解决因

电阻焦耳热而产生的器件发热问题，从而帮助突破电子元器件现有的性能瓶颈。拓

扑系统良好的应用前景也源于其较好的鲁棒性（robustness），即高稳定性和强抗干

扰能力。这是因为对于一个拓扑系统，微小的局部细节变化不会影响整体系统的拓

扑性质。例如，在材料制备的过程中，即使制备出的样品大小形状不同，或一些样

品较为纯净而另一些样品中含有少量的杂质，对于同样的拓扑材料，这些样品都是

拓扑等价的，有着完全相同的拓扑性质。这种强抗干扰能力对于量子信息领域的研

究应用十分理想，拓扑量子计算便是其中的代表。对拓扑系统的研究无疑能够帮助

早日实现超越传统计算机的量子计算机。 

 

图 1-3 普通绝缘体和拓扑绝缘体的能带结构示意图。两者均为二维系统，其中一个方向上为

周期性边界条件，另一个方向上取有限大小。蓝色区域为体能带，红线为边界态；实线和实

体填充代表占据态，虚线和非实体填充代表未被占据的态。 

Fig. 1-3 Sketch of the band structures of normal insulator and topological insulator. Both are two-

dimensional systems, where periodic boundary condition is taken in one direction and finite size is 

taken in another direction. Blue area denotes the bulk bands, and red lines represent the edge states. 

Solid lines and solid fills represent the occupied states, and dashed lines and non-solid fills represent 

the unoccupied states. 
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1.2 拓扑系统的理论探索以及实验实现 

上一节的内容引入了凝聚态物理中的拓扑概念，本节将首先在 1.2.1 小节中简

要介绍拓扑相变以及在实验中确定材料拓扑性质的方法；在 1.2.2 小节中介绍

Bi2Se3 系列拓扑绝缘体的实验和理论研究，并对材料中的拓扑相变做具体介绍；之

后将介绍目前已经实现的各种拓扑材料和系统，其中包括 1.2.3 小节中的拓扑半金

属、1.2.4 小节中的磁性拓扑材料、1.2.5 小节中的高阶拓扑材料和 1.2.6 小节中的

人工制造的拓扑系统。在这一节中主要以拓扑材料的能谱特征为重点，拓扑材料的

输运性质将于下一节中介绍。 

1.2.1 拓扑材料的特性以及测量方法 

拓扑界面态是拓扑材料的一个显著标志，它是由处于拓扑相变点处的零能隙

态导致的。以拓扑绝缘体为例，如图 1-4 所示，通过调节参数将普通绝缘体变为拓

扑绝缘体的过程中，能隙会在相变点处变为零之后再变大。在理论研究中，可以调

节模型参数来研究拓扑相变。在实验中控制材料的性质并不容易，但上述控制相变

的参数可以是空间坐标，因此在连续的空间中，拓扑绝缘体和普通绝缘体两者的界

面处即为存在着零能隙态的相变点。将真空当作一个能隙极大的绝缘体后，拓扑绝

缘体的内部到外部空间即为拓扑不同的，因此拓扑绝缘体的界面会存在能隙为零

的态。这便是拓扑绝缘体内部绝缘而界面导电的原因。只要拓扑绝缘体的内部拓扑

性（拓扑不变量非零）没有发生变化，它与非拓扑（拓扑不变量为零）的外界接触

的界面处一定会存在能隙为零的界面态。通常把这种界面态称作拓扑保护的界面

态，或非平庸（non-trivial）的界面态。而相应的平庸（trivial）界面态一般有着有限

大小的能隙，并且会随参数变化而变化。 

 

图 1-4 拓扑相变中能隙（Gap）变化的示意图。在拓扑相变中，相变点处的能隙必然为零。 

Fig. 1-4 Schematic diagram of the energy gap change during the topological phase transition. In the 

topological phase transition, the energy gap at the transition point must be zero. 
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由于拓扑保护的界面态存在于所有内部电子能带结构非平庸（拓扑不变量非

零）的拓扑材料中，对界面态输运性质的测量以及对内部和界面电子能带结构的直

接测量为探索拓扑材料的主要方法。三维系统与外界的界面为面，而二维系统与外

界的界面为边。因此二维拓扑系统拥有拓扑保护的一维边界态。得益于二维系统中

成熟的实验技术，薄膜状的拓扑材料一般会被制成多端口器件（multi-terminal 

device），然后通过施加激发电流（excitation current）测量电压的方法探索其边界态

性质。此外，还可以使用扫描隧道显微镜（scanning tunneling microscopy）或扫描

微波阻抗显微镜（scanning microwave impedance microscopy）直接测量薄膜状材料

局部区域的导电情况。对于三维拓扑材料，相比于测量输运性质探索其二维的表面

态，使用角分辨光电子能谱仪器（angle-resolved photoemission spectroscopy）直接

测量其内部和表面电子能带结构更为便捷[24]。 

1.2.2 拓扑绝缘体 

拓扑绝缘体已经在前文中多次提到，它是拓扑材料中的典型代表。在实验上，

拓扑绝缘体是于 2007 年在 HgTe/CdTe 量子阱中首次实现的[12]。作为二维拓扑绝缘

体，其拓扑保护的边界态拥有着独特的输运现象，即量子自旋霍尔效应。在实验中

可以通过测得量子化的电阻来确定其拓扑性质[12,25]。这种二维拓扑绝缘体的边界

态输运现象在 InAs/GaSb 量子阱也同样被观测到了[26,27]。量子自旋霍尔效应将于

下一节详细介绍，本小节内容主要讨论拓扑绝缘体的电子能带结构。 

近期，在 Bi4Br4 的实验中[28]，研究者在室温的条件下用扫描隧道显微镜直接

观测到了位于边缘处导通的拓扑边界态，如图 1-5 所示。Bi4Br4 的晶体结构较为独

特，它是由 Bi 原子和 Br 原子的链条先形成二维的面再堆垛成三维的体。因此在

实验中能够相对容易的得到其二维边界。图 1-5 (a)为 Bi4Br4 样品中由扫描透射电

子显微镜（scanning transmission electron microscopy）观测到的台阶形状地貌图。

其中台阶两侧的 A、B 两个表面之间只相差一个 Bi4Br4 单层。图 1-5 (b)为扫描隧道

显微镜所得到的微分电导数据的空间分布图，蓝色为不导电状态，黄色为导电状态。

可以看到，在 Bi4Br4 单层的边缘处存在局域的导电态。图 1-5 (c)为微分电导随偏

压大小的变化曲线，其中红色和蓝色曲线分别对应着在图 1-5 (a)中红点和蓝色矩

形处的测量数据，即边缘处和内部。可以看到，在 Bi4Br4 的内部有着较大能量范围

的绝缘态（即较大的能隙）；而在边缘处任何能量处都有导电态，即存在无能隙的

边界态。图 1-5 (d)为微分电导随空间变化的曲线，即为图 1-5 (a)中灰色箭头所标识

的 6 nm 的区域内。可以看到，导电态（即边界态）是随远离边缘的距离指数衰减

的。 
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三维拓扑绝缘体是在 2008 年首次于实验中实现的[29–31]，Bi2Se3 系列材料（包

括 Bi2Te3，Bi2Se3，Sb2Te3 等）为其中的代表[3,4]。在拓扑绝缘体的材料制备中，需要

费米能量位于体态的能隙之中。不同于二维材料，三维材料无法用调偏压的方式来

改变其费米能量，调节费米能量的位置通常是通过掺杂来实现的。图 1-6 为实验中

测得(Bi1-δSnδ)2Te3 在不同掺杂浓度 δ 时的角分辨光电子能谱[30]。其中图 1-6 (a)为无

掺杂时纯净 Bi2Te3 的能谱，图(b)、(c)、(d)分别对应掺杂浓度 δ 为 0.27%、0.67%和

0.9%时的能谱。图 1-6 的子图中第一行为测量所得的费米面，第二行即所测到的能

谱，第三行为第二行的原始数据（注意其纵轴方向与第二行相反）。图中SSB、BCB、

BVB、EF 的标识分别为表面态能带（surface state band）、体态导带（bulk conduction 

band）、体态价带（bulk valence band）、费米能量（Fermi enrgy）。从图中的能谱可

以清晰地看到在体态能隙中呈线性色散的表面态能带。此外，当掺杂浓度 δ 达到

0.67%时费米能量是位于体态的能隙中且切过表面态能带的，即此时材料为表面导

电而内部绝缘的拓扑绝缘体。 

 

图 1-5 在 Bi4Br4 中观察到的拓扑边界态[28]。(a)在 Bi4Br4 样品中观测到的单层台阶形状地貌

图；(b)微分电导数据的空间分布图；(c)不同位置的微分电导随偏压的变化曲线；(d)微分电导

随远离边缘距离的变化曲线。 

Fig. 1-5 Topological edge states observed in Bi4Br4
[28]. (a) Topographic image of a single-step-

shaped region in the Bi4Br4 sample. (b) The spatial distribution of the differential conductance. (c) 

Differential conductances of different regions as functions of the bias. (d) Differential conductance 

as a function of the distance from the edge. 
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基于第一性原理的能带计算对拓扑绝缘体的发现起了重要作用[10,32–35]。在实

际材料中，拓扑绝缘体内部能带与普通绝缘体的拓扑不同来源于由自旋轨道耦合

（spin-orbit coupling）作用带来的内部能带顺序的反转（band inversion）。因此，往

往在拥有较强自旋轨道耦合作用的材料中寻找拓扑绝缘体。自旋轨道耦合作用的

强度即为前文中介绍的从普通绝缘体到拓扑绝缘体拓扑相变的参数。图 1-7 为基于

第一性原理计算所得的 Bi2Se3 体态电子能带图[33]。可以看到没有考虑自旋轨道耦

合作用时，能隙最小处位于 Γ 点，当考虑自旋轨道耦合作用再次进行能带计算后，

Γ 点处的带隙反而变大了（其他位置的带隙均减小了）。这表明在 Γ 点处的能带顺

序反转了，即：当自旋轨道耦合作用的强度从零开始逐渐增加时，Γ 点处的带隙先

是减小至零再逐渐变大。 

 

图 1-6 (Bi1-δSnδ)2Te3 在不同掺杂浓度 δ 时的角分辨光电子能谱[30]。其中(a) 、(b)、(c)、(d)分

别对应掺杂浓度 δ 为 0%、0.27%、0.67%和 0.9%时。子图的第一行(i)为测得的费米面；第二

行(ii)为能谱；第三行(iiii)为第二行能谱图的原始数据。 

Fig. 1-6 The angle-resolved photoemission spectroscopy of (Bi1-δSnδ)2Te3 with different doping 

concentration δ. The doping concentrations δ of (a), (b), (c), and (d) are 0%, 0.27%, 0.67%, and 

0.9%, respectively. The first row (i), second row (ii), and third row (iii) of the subfigures are the 

Fermi surface, energy dispersion, and origin data of energy dispersion. 
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能带顺序反转为前文所说的拓扑相变在实际材料中存在的根本原因。对于普

通的绝缘体，它拓扑等价于原子绝缘体[32]。电子态从低能量到高能量的填充顺序

即为 s、p、d、f 轨道（能带）。而自旋轨道耦合作用会导致能带劈裂，从而改变其

能量的高低。较强的自旋轨道耦合作用会使能带原本的顺序反转。图 1-8 描述了

Bi2Se3 体态能带 Γ 点处能带顺序反转的过程[33]。在图 1-8 (a)中，（I）、（II）、（III）

三个过程分别为化学结合（chemical bonding）、晶体场劈裂（crystal-field splitting）

和自旋轨道耦合作用造成的 Bi 原子和 Se 原子的能级分裂，其中自旋轨道耦合作

用产生的能级劈裂导致了 Γ 点处能带顺序的反转。图 1-8 (b)为基于第一性原理计

算所得 Bi2Se3 体态在费米能量上下的两条能带随着自旋轨道耦合作用的逐步增强

而在 Γ 点处能量的变化。可以看到自旋轨道耦合作用导致了两条能带在 Γ 点处能

量高低的顺序发生了反转。由于拓扑绝缘体的体态能带存在反序的能带而普通绝

缘体体态能带为正序，因此从拓扑绝缘体变化到普通绝缘体时必然伴随着从反序

能带变为正序能带的过程，这即为上文中描述的拓扑相变在真实材料中的具体体

现。由强自旋轨道耦合作用导致的体态能带顺序反转为理论计算中寻找拓扑绝缘

体的依据之一。 

除了体态能带顺序反转，理论计算中还有两种方法来确定材料的拓扑性质。第

一种方法为直接计算系统的拓扑不变量。二维拓扑绝缘体是由一个 Z2 不变量描述

的；而三维拓扑绝缘体需要由四个拓扑不变量描述[36]。当系统拥有空间反演对称

性（inversion symmetry）时，拓扑不变量的计算可以简化为被占据的布洛赫态波函

数奇偶性（parity）的乘积[32]。另一种确定材料拓扑性质的方法为直接计算其表面

态能谱。在第一性原理计算中，通常通过迭代的方法计算出一个半无穷系统的表面

格林函数[33]，此格林函数的虚部即为系统的能谱。 

 

图 1-7 基于第一性原理计算的 Bi2Se3 体态电子能带图[33]。其中(a)和(b)分别为未考虑自旋轨

道耦合作用和考虑之后的结果。 

Fig. 1-7 Bulk band structure of Bi2Se3 found by first-principles calculation[33]. (a) and (b) are the 

results with and without the effect of spin-orbit coupling. 
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低能有效模型对拓扑材料的深入细致研究十分关键。低能有效模型往往是解

析计算的出发点，它也使一些更为复杂的数值计算得以实施。在这些拓扑材料的低

能模型中，BHZ 模型尤为重要。BHZ 模型描述的是一个二维拓扑绝缘体的体态，

它是由 B. Andrei Bernevig，Taylor L. Hughes 和 Shou-Cheng Zhang 在 HgTe 量子阱

的研究中提出的[10]。基于第一性原理计算和对称性分析，由𝑘 ⋅ 𝑝方法可得到 BHZ

低能有效哈密顿量为 

𝐻𝐵𝐻𝑍(𝒌) = (
𝐻(𝒌) 0

0 𝐻∗(−𝒌)
) 

𝐻(𝒌) = 𝜖(𝒌) + 𝑑𝑖(𝒌)𝜎𝑖  

𝜖(𝒌) = 𝐶 − 𝐷(𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2) 

𝑑1 + 𝑖𝑑2 = 𝐴(𝑘𝑥 + 𝑖𝑘𝑦) 

𝑑3 = 𝑀 − 𝐵(𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2) (1-1) 

其中𝒌 = (𝑘𝑥, 𝑘𝑦)为动量，𝜎𝑖为泡利矩阵，𝑖可取𝑥、𝑦或𝑧（上述表达式中需要进行重

复指标求和）。𝐴、𝐵、𝐶、𝐷、𝑀为模型参数，它们的取值由具体的系统决定。当𝑀

和𝐵取相同符号时，即𝑀𝐵 > 0时，这个哈密顿量描述的为二维拓扑绝缘体的体态。

此时可以直接计算出出非平庸的拓扑不变量[32]，或者通过考虑有限大小的尺寸得

到其无能隙的边界态[4]。当𝑀𝐵 < 0时，此哈密顿量描述的为一个普通的二维绝缘

体。因此在这个低能有效模型中，可以通过固定𝐵的取值调节𝑀来研究拓扑相变。 

 

图 1-8 在 Bi2Se3 中体态能带 Γ 点处能带顺序反转的过程[33]。(a)在能带 Γ 点处从能级劈裂到

顺序反转的示意图。(b)由第一性原理计算所得能带在 Γ 点处随自旋轨道耦合作用强度逐渐增

强而产生的顺序反转。 

Fig. 1-8 The process of bulk band inversion at Γ point in Bi2Se3
[33]. (a) Schematic diagram of the 

band splitting and inversion at Γ point. (b) The band inversion at Γ point with increasing the strength 

of spin-orbit coupling, found by first-principles calculation. 
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1.2.3 拓扑半金属 

拓扑半金属是在拓扑绝缘体之后提出的一种新材料。半金属即为在费米能量

附近有着很小态密度的一类材料。拓扑半金属的导带和价带在费米能量附近有一

个或多个接触点（crossing point），且在接触点附近能量范围内的能谱通常有着线

性的色散。根据能带中接触点类型的不同，拓扑半金属主要分为狄拉克半金属，外

尔半金属，节线半金属这三种[14,37,38]，它们通常位于两种拓扑不同的系统之间的拓

扑相变过程中。不同于拓扑绝缘体，拓扑半金属的体态是没有能隙的，但很多拓扑

半金属也有着独特的界面态。 

最简单的狄拉克半金属的导带和价带在费米能量附近只有一个接触点，即狄

拉克点（Dirac point），且在狄拉克点附近的能谱有着线性色散的特征。狄拉克半金

属的线性能谱相当于石墨烯能谱的三维推广，在数学形式上，它可以直接由无质量

的狄拉克方程所描述[39]。狄拉克方程是量子力学和相对论的一个结合，狄拉克哈

密顿量为 

𝐻 = 𝑐𝒑 ⋅ 𝜶 + 𝑚𝑐2𝛽 (1-2) 

其中𝑐为光速，𝑚和𝒑 = (𝑝𝑥, 𝑝𝑦, 𝑝𝑧)分别为粒子的质量和动量，𝜶 = (𝛼𝑥, 𝛼𝑦, 𝛼𝑧)和𝛽

为狄拉克矩阵。它的能谱为 

𝐸± = ±√𝑚2𝑐4 + |𝒑|𝟐𝑐2 (1-3) 

其中𝐸+和𝐸−均为双重简并的。可以看到：当质量项𝑚取为零时，𝐸+和𝐸−于零能处

交于一点，且均为|𝒑|的线性项。在零能处的交点，即为狄拉克点，它有着四个能

量简并的态。当𝑚 = 0时，狄拉克哈密顿量所描述的正是狄拉克半金属在费米能量

附近的能谱，这也是狄拉克半金属名称的由来。狄拉克半金属费米能量附近的准粒

子通常会被称作无质量的狄拉克费米子，它是属于材料系统中的独特准粒子，并带

来了一些新奇的输运现象。 

在实际材料中，Na3Bi 和 Cd3As2 为狄拉克半金属的代表[14,38,40–42]。它们在费米

能量附近均有一对狄拉克点。这种成对出现的狄拉克点是由能带顺序反转和晶体

对称性保护共同造成的[37]。图 1-9 为实验测得 Na3Bi 的角分辨光电子能谱[41]，可

以清楚地看到其体态的狄拉克点以及线性的能谱。线性的能谱在许多物理性质上

有其独特的特征。除了直接使用角分辨光电子能谱仪进行测量外，也可以通过测量

光电导的方法间接地判断狄拉克半金属中线性的能谱。这是因为其三维线性的能

谱对应的光电导与光子频率是线性相关的[43,44]。在实验材料制备方面，由于 Na3Bi

的化学稳定性较差，因此对狄拉克半金属的研究在各种 Cd3As2 样品上开展的更多

一些[45]。 
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狄拉克半金属是由时间反演和空间反演对称性共同保护的，当两者其中任意

一个对称性被破坏时，狄拉克半金属将转变为外尔半金属。外尔半金属在费米能量

附近同样有着线性的色散，不同的是：在外尔半金属中，导带和价带的交点，即外

尔点，必须成对出现，且在每个外尔点的位置存在着两个能量简并的态。打破时间

反演对称性但拥有空间反演对称性的外尔半金属最少有一对外尔点，而打破空间

反演对称性但拥有时间反演对称性的外尔半金属最少有两对外尔点[37]。在外尔点

附近的准粒子是被外尔方程所描述的，因此两个成对的外尔点有着相反的手性

（chirality）。相比于狄拉克点，外尔点更稳定一些，系统的参数变化通常只会对外

尔点在动量空间的位置造成变化。连续的变化参数只能使两个手性相反的外尔点

先相遇（即变为狄拉克半金属）再打开能隙。外尔半金属的体态虽然没有能隙，但

它也有着独特的表面态[46]，通常被称为费米弧（Fermi arc）。常规材料的费米面（即

费米能量处的态在动量空间的分布）都是闭合的。二维电子气的费米面即为一个闭

合的圆环。但在外尔半金属的表面，费米能量处的态在二维动量空间呈半圆形分布，

即未闭合的圆弧。圆弧的两个端点对应着体态中两个手性相反的外尔点。 

虽然在很早之前便有了外尔费米子的理论预测，但在高能粒子物理的实验中

尚未发现外尔费米子的确切证据，而外尔半金属的发现使得物理学家可以在材料

系统中研究被外尔方程所描述的准粒子。TaAs 为实际材料中外尔半金属的代表[47–

49]。它是属于打破空间反演对称性类型的外尔半金属，一共拥有 12 对外尔点。图

1-10 为角分辨光电子能谱在 TaAs 样品中观测到的费米弧以及相应的理论计算结

果[47]。可以看到，测量数据与理论计算结果较为一致。虽然在费米能量处还有一些

其他平庸能带引入的闭合费米环，但费米弧还是清晰可见的。 

 

图 1-9 Na3Bi 的角分辨光电子能谱[41]。(a)相同能量时角分辨光电子能谱强度随动量变化关系

的堆叠图；(b)角分辨光电子能谱强度与能量和动量的依赖关系。 

Fig. 1-9 The angle-resolved photoemission spectroscopy of Na3Bi[41]. (a) A stack of plots of the 

constant-energy contour of spectroscopy intensity. (b) Intensity of the angle-resolved photoemission 

spectroscopy as a function of energy and momentum. 
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随着研究的不断深入，更多新型的拓扑半金属不断被发现。一些外尔半金属会

由于价带和导带的倾斜导致费米能量不仅切过外尔点而且切过导带和价带[50]，这

类外尔半金属被称为第二类外尔半金属（type-II Weyl semimetals）。在一些研究中

会更为细致的将费米能量刚好切过价带和导带时的情况划分为第三类外尔半金属
[51,52]。导带和价带倾斜效应并不会影响费米弧的性质。此外，这种根据能带倾斜的

分类方法也同样适用于狄拉克半金属。在普通外尔半金属中，每个外尔点都有+1

或−1的拓扑荷（topological charge），有些地方也将其称作单极荷（monopole charge）。

拓扑荷可以通过求出动量空间的贝利曲率后再做包围单个外尔点的球面积分得到。

在一些材料中，价带和导带的交点处的拓扑荷可以达到±2或±3，它们分别被称作

双重外尔半金属（double Weyl semimetal）[53]和三重外尔半金属（triple double Weyl 

semimetal）[54]。双重外尔半金属和三重外尔半金属的能谱在费米能量附近不再是

线性色散，它们分别呈动量平方和三次方。值得注意的是费米弧的个数和拓扑荷的

大小一致。因此在这类材料中，多重外尔点连接着多个费米弧。除了在费米能量附

近导带和价带接触于一点之外，一些拓扑材料的导带和价带会在一条闭合环线的

接触[55]，它们被成为节线半金属（nodal-line semimetals）。这些动量空间中的节线

可以相互嵌套形成链状[56,57]，这使它们拥有更为复杂的拓扑结构。节线半金属和外

尔半金属类似，它的表面态在动量空间位于节线之内[58]。在此概念上做进一步扩

展，导带和价带有一个接触面的材料被称为节面半金属（nodal-surface semimetals）
[59]。 

 

图 1-10 在 TaAs 中的费米弧[47]。左图为理论计算结果，右图为角分辨光电子能谱强度对动量

的依赖关系。其中左图中 FS-1 所指的绿色弧线和右图中数字 1 所指的弧线为费米弧；红色和

蓝绿色的点代表着两个手性相反的外尔点。 

Fig. 1-10 Fermi arc in TaAs. Left figure shows the theoretical calculation results, and the right figure 

is the intensity of the angle-resolved photoemission spectroscopy as a function of momentum. The 

green curve pointed by FS-1 in the left figure and the arc pointed by number 1 in the right figure are 

Fermi arcs; red and cyan points represent the Weyl points with opposite chirality. 
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1.2.4 磁性拓扑材料 

尽管二维拓扑绝缘体有着拓扑保护的边界态，但是实现无磁场下的量子霍尔

效应仍然需要在材料内部引入磁性。此外，材料内部磁序对材料拓扑性质的影响也

十分值得探究。通常有两种方法可以将磁性引入到非磁的拓扑材料中。第一种方法

是通过与磁性绝缘体的接触由近邻效应（proximity effect）将拓扑材料的表面磁化
[60,61]。第二种方法是通过磁性杂质掺杂将磁性引入到拓扑材料中[62–64]，这些磁性杂

质会通过 RKKY（Ruderman–Kittel–Kasuya–Yosida）相互作用或 Van Vleck 相互作

用形成长程的磁序。但近邻效应不仅需要找到合适的磁性绝缘体而且它只能在相

互接触的表面引入较为微弱的磁性[65]。而磁性掺杂的方法不仅需要选择适合特定

拓扑材料的磁性杂质，而且需要精细调控掺杂浓度使得杂质引入磁性的同时不改

变材料的拓扑性质[65,66]。因此，理想的磁性拓扑材料应自带磁性结构，即本征磁性

拓扑材料（intrinsic magnetic topological materials）。 

MnBi2Te4 是第一个实验实现的本征反铁磁拓扑绝缘体。虽然早在 2013 年

MnBi2Te4 就已经在实验中成功合成[69]，但它的拓扑性质和磁性直到 2019 年才得到

理论计算预测[68,70,71]和实验确认[72,73]。MnBi2Te4 中的磁性由 Mn 原子贡献，能带反

转来源于 Bi 和 Te 原子。它拥有着层状结构，每一层有面外方向的磁性，而层间是

由反铁磁结构耦合在一起的。当低于它的尼尔温度（约 24.5 K）时，MnBi2Te4 为反

铁磁结构的拓扑绝缘体。在高于尼尔温度时，磁性将变为无序结构。如图 1-11 (a)

所示[67]，尼尔温度可以通过测量磁化率随温度的变化曲线得到。材料处于不同的

磁性结构时磁化率随温度的变化不同，因此磁化率曲线在尼尔温度处是不连续的。

MnBi2Te4 顶层和底层的电子态都会因为上下表面层外方向的磁性而打开能隙，而

它侧面的电子态仍会保持无能隙结构，如图 1-11 (b)所示。图(c)和(d)分别为基于第

一性原理计算得到的 MnBi2Te4 上下表面和侧表面的能带结构图[68]。在实验方面，

对于有能隙的表面电子能带结构的角分辨光电子能谱测量结果目前仍存在一些争

议[67,74–78]，这可能和样品表面附近的杂质有关。但角分辨光电子能谱的测量已经确

认了 MnBi2Te4 表面磁性的存在[76,77,79]。 

基于第一性原理的计算预测了许多本征磁性拓扑半金属[80,81]，例如反铁磁狄

拉克材料 CuMnAs 和 CuMnP，它们的时间反演对称性会因磁性的存在而被打破，

但它们拥有时间空间反演结合对称性[82]。在实验方面，拥有 kagome 晶体结构的铁

磁外尔半金属 Co3Sn2S2 得到大量研究[83–87]。此外在实验中得到确认的本征磁性拓

扑半金属还有铁磁结构的 Co2MnGa、Co2MnAl 等[88–90]，反铁磁结构的 CdPtBi、

FeSn 等[91,92]。 
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1.2.5 高阶拓扑材料 

前面内容中的三维拓扑材料均有着二维的表面态，而三维的高阶拓扑材料拥

有着更低维度的界面态[93,94]。例如，三维的二阶拓扑绝缘体（second-order topological 

insulator）不仅体态有能隙，它的表面态也有一定大小的能隙，而它的棱边态（hinge 

states）是无能隙的。即在这类材料中只有棱边导电，其他区域均绝缘。而三维的三

阶拓扑绝缘体的体态、表面态和棱边态均有能隙，且在能隙中存在着棱角态（corner 

states）。同样，在二维二阶拓扑绝缘体中，边界态不再是无能隙的，能隙中也存在

着棱角态。即一个𝑚维𝑛阶的拓扑绝缘体对应着(𝑚 − 𝑛)维的拓扑界面态。相应的，

在高阶的拓扑半金属中也存在着更低维度的费米“弧”[95,96]。 

高阶拓扑材料的界面态和前文介绍的普通拓扑材料的界面态有着同样的形成

原因，它们都可以用拓扑相变来解释。以三维二阶拓扑绝缘体为例，它的棱边两侧

的表面态虽然都有能隙，但两个表面态是拓扑不同的，因此在两个表面的边界会存

 

图 1-11 本征反铁磁拓扑绝缘体 MnBi2Te4 的磁化率和电子能谱结构。(a)实验中测得的磁化率

数据[67]。其中𝐻为磁场，𝑎𝑏为层内平面，𝑐为垂直层内平面的方向。(b) MnBi2Te4的电子能带

结构示意图。其中蓝线和红线分别为侧表面和上下表面能带。(c)和(d)分别为基于第一性原理

计算得到的上下表面和侧表面的能谱[68]。 

Fig. 1-11 Magnetic susceptibility and energy spectrum of the intrinsic antiferromagnetic topological 

insulator MnBi2Te4. (a) The magnetic susceptibility data found in the experiment[67]. 𝐻 is the 

magnetic field, 𝑎𝑏 is the plane of layers, and c is the out-of-plane direction. (b) Sketch of the 

electronic band structure of MnBi2Te4. The red and blue lines are energy bands of side and 

top/bottom surfaces, respectively. (c) and (d) are the energy spectrums of side and top/bottom 

surfaces found in first-principles calculations, respectively. 
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在无能隙的棱边态。高阶拓扑材料形成的根本原因为材料不同位置处不同的晶体

对称性。 

虽然 SnTe、BiBr、BiTe 等[94,97]许多材料都被理论预测拥有高阶拓扑性质，但

在真实材料中还未观测到十分确凿的实验证据。近期，理论计算预测 Bi4Br4 为高

阶拓扑绝缘体[98]，并且在实验上已经观测到了其导电的边界态（即前文中的图 1-

5）[28]，但是对材料棱边或棱角处的直接测量仍有一定难度。而另一方面，高阶拓

扑系统可以在一些光学、声学、电路系统中更为便捷地实现[17]。 

1.2.6 人工制造的拓扑系统 

在拓扑物理研究的初期，真实材料为实验研究的主要平台。因此寻找拓扑材料、

调节材料性质、制备测量样品十分重要。相应的，理论计算中也要考虑材料的具体

性质。例如在前文中介绍费米弧的探测时，费米弧附近还存在一些平庸的能带（图

1-10）。随着研究的不断深入，人工制造的拓扑系统也成为了拓扑物理的研究平台

之一。不同于真实材料，人工制造的系统是从头人为设计的，因此它可以让研究更

加集中在拓扑性质上。例如，作为在六角晶格上的第一个拓扑模型，Haldane 模型
[99]因其复数的次近邻跃迁系数而难以在材料系统中实现，但它却可以在冷原子系

统中得以实现[100]。此外，在前文中介绍的高阶拓扑物理虽然在材料系统中难以得

到确凿的实验证据，但在人工制造的系统中能够轻易实现[17]。常见的人工制造拓

扑系统有电路系统[101–103]、声学超材料[19,104,105]、光学系统[22]等。不同于实际材料

的电子体系，这些系统都是属于经典系统，它们能够实现拓扑物理的根本原因在于：

拓扑能带结构是波在周期性介质中的性质，而与波是经典物理中的波还是量子物

理中的波无关[106]。人工拓扑系统的优点主要为其可以直接依据紧束缚模型设计，

因此人工拓扑系统可以更好地实现许多理论构造，且其实验数据和理论计算吻合

较好。此外人工系统也可以模拟高于三维的系统以探索高维物理[107]。在实验测量

方面，由于这些人工系统均为经典系统，它们没有态的占据填充概念（即不存在费

米能量），因此可以通过控制能量大小来探测任意位置能带的性质。下面将以光子

晶体中的三维陈绝缘体为例对人工拓扑材料的研究进行简要介绍。 

光子晶体中的三维陈绝缘体是从外尔半金属中延伸出的概念[108,109]。当一对外

尔点随参数调节移动到布里渊区边界后，它们打开能隙后即相变为三维陈绝缘体。

不同于布里渊区中其他位置相遇的一对外尔点打开能隙，在布里渊区边界相遇打

开的能隙为拓扑的且费米弧依然存在并延伸到了整个布里渊区。将 Haldane 模型扩

展至三维后便可以通过调节跃迁系数得到三维陈绝缘体[110]。在理论计算中，可以

通过计算随某方向动量变化的陈数来确定拓扑性。和电子系统不同，光子晶体的尺
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寸较大，图 1-12 为实验中实现三维陈绝缘体所用的系统[110]。它的每个原胞为一个

金属铜片中固定了一个棒形旋磁材料（钇铁石榴石铁氧体），通过铜片形状的构造

可以设计系统的对称性，而旋磁材料使得可以用磁场来调节系统的性质。实验中通

过在系统中插入两个微波偶极天线（分别作为源和探针）然后测量体传输（bulk 

transmission）来确定体态性质。而表面态通过近场扫描探测（near-field scanning 

probe）的方法来探测。图 1-12 (c)为实验中测得的表面态。当磁场为零时，系统为

普通绝缘体且没有表面态。增大磁场强度后，系统会转变为外尔半金属。两个手性

相反的外尔点会随磁场强度的增大而逐渐移向布里渊区边界，并最终消失且打开

体能隙转变为三维陈绝缘体。值得注意的是：这里的磁场是通过旋磁材料来调节系

统性质，并不会像在电子体系中一样产生塞曼效应或朗道能级。此外，在两个拥有

不同方向陈数的三维陈绝缘体的界面上会发生表面态之间的耦合，从而形成 Hopf

链（Hopf link）表面态[108–110]。 

 

图 1-12 光子晶体中的三维陈绝缘体[110]。(a)光子晶体中的一个原胞示意图。(b)在实验中使用

的光子晶体实物图。(c)光子晶体在不同磁场强度下的表面态。其中红色和蓝色小球对应着两

个手性相反的外尔点的位置。 

Fig. 1-12 Three-dimensional Chern insulator in the photonic crystal[110]. (a) sketch of a unit cell of 

the photonic crystal. (b) Photo of the photonic crystal used in the experiment. (c) Surface states of 

the photonic crystal under different magnetic field strengths. The red and blue balls represent the 

positions of two Weyl points with opposite chirality. 
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1.3 拓扑材料中独特的输运性质 

在上一节中介绍的各种拓扑材料通常都会因其独特的电子能带结构而展现出

与众不同的输运特性。这些输运特性既是实验中确定材料拓扑性的方法，又是拓扑

材料的应用前景之一。它们一般可以分为表面态带来的量子化输运和体态带来的

非量子化输运。在本节中，1.3.1 小节将首先对材料中输运性质的理论和实验研究

方法做概括性介绍；1.3.2 小节将引入量子化输运现象的深层物理机制；1.3.3 小节

和 1.3.4 小节将分别介绍拓扑材料中表面态和体态带来的独特输运现象，包括量子

自旋霍尔效应、量子反常霍尔效应、外尔半金属中的反常霍尔效应、电阻的量子振

荡和非线性霍尔效应。 

1.3.1 材料输运性质的研究方法 

得益于二维系统中成熟的加工制作工艺，在材料输运性质的实验研究中，二维

材料在成功制备之后通常会被制成霍尔器件形状（Hall bar）以进行横向和纵向电

阻的测量。非局域化测量（non-local measurement）对边界态的探测非常重要，因

此一些实验样品会被制成 H 形（H-bar）或在霍尔器件的基础上增加更多测量端口。

非局域化测量是指在器件局部施加偏压而在远离施加偏压的区域测量电压。由于

边界态是环绕着整个二维样品边界的，因此在边界的任何区域都能测量到边界态

的输运。与之相反，体态通常贡献局部的输运，所以用非局域化的测量方法可以将

边界态和体态的输运区分出来。除此之外，还可以将电极直接接到二维材料的中间

区域，直接测量没有边界态贡献的输运[111]。 

通过输运测量探测材料性质往往需要看电阻随参数的变化曲线。例如，对于磁

性材料，可以从电阻随温度变化的曲线得到其居里温度或尼尔温度。除了温度，实

验中可采用的参数还有载流子浓度、外加磁场强度、外加电场强度、外加磁场的方

向等。其中测量电阻随磁场强度变化的方式最为常见。通常将随磁场强度变化的电

阻叫做磁电阻（magnetoresistance）。对于系统的载流子浓度，在二维系统中可以通

过门电压（gate voltage）来控制，但在三维系统中很难调控。 

在理论研究中，电阻是无法直接计算的，需要先计算电导再通过换算得到电阻

（具体的换算方法见第二章节）。本文中理论计算的出发点为 

𝐼 = 𝜎𝐸 (1-4) 

即线性响应理论（linear response theory）。上式的含义为：施加外电场后，产生的

响应电流𝐼和系统内电场𝐸有着线性关系[112]，它们的比例系数为电导率𝜎。此外，以

上公式为系统为一维时的简单情况，在实际的三维情况中（尤其外加磁场时），三

个空间方向上的电流以及电场通常会写为三行一列的矩阵，而相应的电导率为三
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行三列的矩阵。电导率的常见计算方法有两种 [112]，第一种是玻尔兹曼方程

（Boltzmann transport equation）的方法，它是一种基于经典或半经典理论的方法。

另一种是从量子理论出发的久保公式（Kubo formula）。本文中所研究的磁电导率

是在有效模型的基础上，结合格林函数（Green function）的方法通过久保公式计算

得到的。磁场中系统的格林函数以及相应久保公式的推导将在第二章的 2.3 节详细

给出，此外计算磁电导率时杂质处理的方法将在第三章的 3.2 节详细介绍。除了计

算电导率，在输运性质的理论研究中还可以计算器件电极之间的透射率，然后再用

Landauer-Büttiker 公式直接得出相应电导。透射率一般需要用数值计算求解散射问

题得到，具体有递归格林函数（recursive Green function）的方法和波函数的方法
[113,114]。和计算整体材料的电导率相比，用 Landauer-Büttiker 公式得到的电导可以

考虑在实验测量中器件的形状和电极的个数对测量结果的影响。本文中研究的非

局域化电阻便使用了这种数值计算电导的方法。Büttiker 公式计算多端口器件电导

的方法将在 1.3.3 小节中介绍，具体系统中透射率的数值计算方法以及相应的计算

软件包将在第五章的 5.2.3 小节中介绍。 

1.3.2 量子化的输运现象 

虽然拓扑材料因其边界态所贡献的量子化输运现象而闻名，但量子化的输运

现象并不是拓扑材料所独有的。量子化输运现象的根本原因是一维系统中整数个

的弹道输运电导通道[113]。弹道输运是指：当系统的尺寸小于粒子的平均自由程、

德布罗意波长和相位相干长度时[113]，粒子穿过整个系统的过程中将不会发生散射

（也就是无耗散输运），即测量中不会有电压降。在实际测量中，弹道输运的范围

内没有电压降，也就是没有电阻，但测量用的电极和弹道输运的系统的接触处会出

现接触电阻（contact resistance）。接触电阻是因为输运通道的个数从弹道输运的系

统中到电极中突然增多而产生的[115]。每个一维的输运通道贡献的接触电阻大小为

ℎ/𝑒2，也就是通常所说的量子电阻。量子电阻可以从电流的微观公式中推导得出， 

𝐼 = 𝑛𝑒𝑣 (1-5) 

这里𝐼为电流，𝑛和𝑣分别是电子的个数和速度，𝑒为电子所带电荷。在图 1-13 (a)所

示的一维系统中，当系统两端电压分别为𝑉𝑅和𝑉𝐿时，系统左侧的电子来自左边电极，

电子能量为𝑢𝐿；系统右侧电子来自右边电极，电子能量为𝑢𝑅。当电压差为𝑉𝑅 − 𝑉𝐿 =

𝑉时，有𝑢𝑅 − 𝑢𝐿 = 𝑒𝑉。而电子的速度为𝑣 = 𝜕𝐸/(ℏ𝜕𝑘)，其中𝐸为能量，𝑘为动量，

ℏ为普朗克常数。图 1-13 (b)为此一维系统的能带示意图，其中实线和虚线分别代

表占据和为占据的态。因此，电流为 
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𝐼 = 𝑒 ∫
𝑑𝑘

2𝜋
(

𝜕𝐸

ℏ𝜕𝑘
)

𝑘𝑅

𝑘𝐿

 

=
𝑒

ℎ
∫ 𝑑𝐸

𝑢𝑅

𝑢𝐿

 

=
𝑒2

ℎ
𝑉 (1-6) 

从上式即可得大小为ℎ/𝑒2的接触电阻。这里可以看到，输运通道的个数其实与系统

内费米能量切过的能带个数是一致的。此外，在维度高于 1 的系统中将不再有以

上情况，转而会出现量子化的非线性接触电阻[116]。 

在实验中，可以通过在二维电子气上施加电压的方式限制其可导通的宽度并

不断缩减其输运通道的个数，进而观测到了量子化电导。图 1-13 (c)即为实验在电

子气中观测到的量子化电导（即为电阻的倒数）[117,113]。此外，对于弹道输运的接

触电阻，实验中通过光盘形状的器件确认了接触电阻出现在输运通道个数变化的

位置[115]。分别在光盘内环和外边盘周接电极，当光盘形器件处于弹道输运时，由

于输运通道的数目和光盘半径相关，接触电阻不仅会集中在电极接触处也会分布

在光盘形器件中。 

然而，对于非拓扑的材料，量子化的输运几乎都会受到其他因素的影响。材料

中的杂质，器件的制备工艺等都会导致量子化的电阻不够精确。例如，在上述二维

电子气中量子化输运的实验中，图 1-13 (c)中的数据是在减去一定大小的背景电导

之后得到的。因此，拥有拓扑保护的一维边界态或棱边态的拓扑材料是观测量子化

输运的最佳平台。目前，精确的量子化电阻也仅仅在量子霍尔效应或量子反常霍尔

效应中能够观测到。 

 

图 1-13 量子化的电导。(a)、(b)分别为一维系统的装置示意图和能带示意图。(c)为实验中通

过施加顶端电压限制二维电子气宽度测量到的量子化电导[113,117]。 

Fig. 1-13 Quantized conductance. (a) and (b) are sketches of the device and band structure of a one-

dimensional system (c) The quantized conductance measured experimentally by applying a top 

voltage to constrain the width of the two-dimensional electron gas[113,117]. 
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1.3.3 量子自旋霍尔效应和量子反常霍尔效应 

在量子霍尔效应中，外加强磁场是实现材料拓扑相变以及量子化输运的必要

条件。为了使量子化输运能够投入到更广泛的实际应用中，无需磁场的量子化输运

研究变得十分必要。F. D. M. Haldane 最早在 1988 年提出的模型虽然可以得到零磁

场的量子化电导的结果[99]，但在实际材料中却无法实现。在 2005 年，C. L. Kane

和 E. J. Mele 提出了由于自旋轨道耦合作用在石墨烯中存在量子自旋霍尔效应[11]。

拥有量子自旋霍尔效应的材料即为二维的拓扑绝缘体，有些地方也会叫做量子自

旋霍尔绝缘体（quantum spin Hall insulator）[4,3]。二维拓扑绝缘体的内部绝缘但在

边界上有两条方向相反的导电通道，如图 1-14 (a)所示。提供两条方向相反通道的

两个边界态的自旋方向也是相反的，因此这两条通道传输的总电荷为零但会产生

一个纯自旋流。石墨烯中的碳原子为轻元素，其自旋轨道耦合作用比较弱，因此实

验中一直未在石墨烯中观测到量子自旋霍尔效应。在 2006 年和 2007 年，二维拓

扑绝缘体 HgTe 量子阱先后被理论计算预测和实验制备[10,12]，量子自旋霍尔效应也

由其边界态的电阻特性得到了确认。将二维拓扑绝缘体边界上两条方向相反的导

电通道除去一条便可以实现无需磁场的量子化霍尔电阻，即量子反常霍尔效应，见

图 1-14 (b)。在 2010 年和 2013 年，我们国内的两个课题组分别理论预测[118]和实

验实现[62]了在磁性掺杂拓扑绝缘体中的量子反常霍尔效应。 

 

图 1-14 量子自旋霍尔效应（QSHE）和量子反常霍尔效应（QAHE）的示意图。(a)和(b)分别

为量子自旋霍尔效应和量子反常霍尔效应在一个边界上的输运通道（上图）以及相应能带示

意图（下图）。其中能带示意图中的实线和实体填充代表费米能量下方被占据的态。 

Fig. 1-14 Schematic diagrams of the quantum spin Hall effect (QSHE) and the quantum anomalous 

Hall effect (QAHE). (a) and (b) are sketches of the transport channels at one edge (upper panel) and 

the corresponding band structures (lower panel) for the QSHE and the QAHE, respectively. The 

solid lines and solid fills represent the occupied states below the Fermi energy. 
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在实验测量中边界态导致的电阻特性可以用 Büttiker 公式来理解。对于一个多

端口器件，根据电荷守恒可以得到：每个端口的电流流入量和流出量相等，即 

𝐼𝑝 = ∑𝐺𝑝𝑞(𝑉𝑝 − 𝑉𝑞)

𝑁

𝑞

(1-7) 

其中𝑁为器件端口的总数，𝑝和𝑞为端口的编号。𝑉𝑝和𝐼𝑝分别为𝑝端口的电压和外界

流入此端口的电流，𝐺𝑝𝑞(𝑉𝑝 − 𝑉𝑞)为从𝑝端口流入到𝑞端口的电流，即𝐺𝑝𝑞为从𝑝端口

到𝑞端口的电导。在边界态的弹道输运中，每个𝐺𝑝𝑞都是已知的（即导电通道数目倍

数的量子化电导）。当从𝑝端口到𝑞端口有𝑛个弹道输运的导电通道时，有𝐺𝑝𝑞 =

𝑛𝑒2/ℎ。在实验测量中，除了用于施加激发电流的两个端口外（其流入电流分别为

𝐼𝑖𝑛𝑝𝑢𝑡和−𝐼𝑖𝑛𝑝𝑢𝑡），其他端口的外界流入电流均为零。因此对于一个𝑁端口器件，有

(𝑁 − 1)个独立方程，其中所有的电流𝐼𝑝和电导𝐺𝑝𝑞均为已知量。将器件的一个端口

的电压设为零点电压后，可以计算出其他各端口电压的值，即方程组中(𝑁 − 1)个

未知数的值。 

常用的霍尔器件有六个端口，如图 1-15 所示。在实验中测量的纵向电阻即为 

𝑅14,23 =
𝑉3 − 𝑉2

𝐼𝑖𝑛𝑝𝑢𝑡
(1-8) 

其中𝑅14,23代表在1和4端口通电流，测量2和3端口电压。对于量子自旋霍尔效应，

器件的边界上有两条方向相反的弹道输运通道（图 1-15 中的红线和蓝线）。由

Büttiker 公式可以得到电压差𝑉3 − 𝑉2 = ℎ𝐼𝑖𝑛𝑝𝑢𝑡/(2𝑒2)。因此，在量子自旋霍尔效应

中可以测到纵向电阻𝑅14,23 = ℎ/(2𝑒2)。 

横向电阻为 

𝑅14,26 =
𝑉6 − 𝑉2

𝐼𝑖𝑛𝑝𝑢𝑡
(1-9) 

计算可得𝑉6 = 𝑉2，即其横向电阻（霍尔电阻）为零。 

 

图 1-15 霍尔器件中量子自旋霍尔效应的弹道输运通道示意图。 

Fig. 1-15 Schematic diagram of the ballistic transport channels of the quantum spin Hall effect in a 

Hall bar device. 
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在二维拓扑绝缘体 HgTe 量子阱和 InAs/GaSb 量子阱中，这种由量子自旋霍尔

效应边界态导致的电阻特性均在实验中被观测到了[12,26,27,25]。图 1-16 (a)为 HgTe 量

子阱中测量到的量子化电阻值[25]，其中电阻𝑅14,23与以上 Büttiker 公式的计算结果

是一致的。除了常规的霍尔器件外，实验上还对 π 形 InAs/GaSb 量子阱器件进行了

测量，如图 1-16 (b)所示[27]。图 1-16 (a)中的𝑅14,14以及(b)中 π 形器件的测量结果也

与相应 Büttiker 公式计算结果是一致的。 

在拥有量子自旋霍尔效应的材料中引入磁性可以得到量子反常霍尔效应。量

子自旋霍尔效应中两条方向相反的通道是被时间反演对称性所保护的。这一点在

BHZ 模型(1-1)式中体现在矩阵对角元上的𝐻(𝒌)和𝐻∗(−𝒌)。磁性带来的塞曼项

（Zeeman term）可以打破时间反演对称性，系统的哈密顿量将从(1-1)式变为 

𝐻𝐵𝐻𝑍(𝒌) + 𝐻𝑍𝑒𝑒𝑚𝑎𝑛 = (
𝐻(𝒌) + 𝑚𝜎𝑧 0

0 𝐻∗(−𝒌) − 𝑚𝜎𝑧
) (1-10) 

其中𝑚为磁性引入的面外方向交换场（exchange field）强度。塞曼项的引入相当于

重整了(1-1)式中𝑀的值：它相当于把原本的𝑀在𝐻(𝒌)中变为(𝑀 + 𝑚)，而在𝐻∗(−𝒌) 

中变为了(𝑀 − 𝑚)。当𝑚足够强时会导致𝐻(𝒌)和𝐻∗(−𝒌)中的一个描述能带顺序反

转的情况，而另一个为能带顺序未反转的情况，如图 1-17 所示[118]。当边界上只有

 

图 1-16 二维拓扑绝缘体中量子自旋霍尔效应带来的量子化输运现象。(a) HgTe 量子阱中电阻

随门电压变化的曲线[25]。绿线和红线分别代表不同尺寸器件中的测量结果。(b) InAs/GaSb 量

子阱电导随门电压变化的曲线[27]。其中插图为电导随温度的变化曲线。红线和蓝线分别为 π

形器件和霍尔器件中的测量结果。 

Fig. 1-16 Quantized transport from the quantum spin Hall effect in the two-dimensional topological 

insulators. (a) Resistances as functions of the gate voltage in HgTe quantum well. Green and red 

lines represent the measurements from devices of different sizes. (b) Conductance as functions of the 

gate voltage in InAs/GaSb quantum well. Inset shows the temperature dependent conductance. Red 

and blue lines represent the measurements from a π bar and a Hall bar, respectively. 
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一条弹道输运通道时，由上述 Büttiker 公式即可得到纵向电阻𝑅14,23 = 0，横向电

阻（霍尔电阻）𝑅14,26 = ℎ/𝑒2。 

量子反常霍尔效应是在磁性拓扑绝缘体 Cr0.15(Bi0.1Sb0.9)1.85Te3 薄膜中首次实现

的，其量子化的霍尔电阻如图 1-18 (a)所示[62]。在实验中需要精细调控 Bi 原子和

Sb 原子的比例以及 Cr 原子的浓度来调整费米能量的位置和材料的磁性。从图 1-

18 (a)中可以看到：在温度为 30 mK 下，将门电压调至-1.5V 时，霍尔电阻达到量

子化，同时纵向电阻接近于零（0.098ℎ/𝑒2）。目前，实验上已经在许多材料中实现

了量子反常霍尔效应，其中除了 Cr 或 V 掺杂的(Bi,Sb)2Te3 体系外[64,119,120]，还有

MnBi2Te4 薄膜[121]、转角双层石墨烯（twisted bilayer graphene）[122]、MoTe2/WSe2 摩

尔双层异质结（moiré heterobilayers）[123]。当前实现量子反常霍尔效应的最高温度

约为 2 K，在实验中是通过将有 Cr 掺杂和没有 Cr 掺杂的(Bi,Sb)2Te3 交替叠成五层

的设备实现的[124]，图 1-18 (b)为在其中测量到的霍尔电阻和纵向电阻。从图中可以

看到在磁场强度为零时，霍尔电阻接近量子化的值，同时纵向电阻大约为 0.2ℎ/𝑒2。

当温度更低时，量子化的阻值会更加精确而且纵向电阻也会趋于零[124]。 

 

图 1-17 交换场和自旋轨道耦合作用（SOC）对能带的影响[118]。(a)没有交换场和自旋轨道耦

合作用时能带已经打开能隙的情况。(b)没有交换场和自旋轨道耦合作用时能带无能隙的情

况。 

Fig. 1-17 The effect of exchange filed and spin-orbit coupling (SOC) on enrgy bands. (a) A finite 

energy gap is present when there is no exchange field or SOC. (b) No energy gap is present when 

there is no exchange field or SOC. 
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1.3.4 拓扑材料体态贡献的独特输运现象 

在拓扑半金属中，输运性质主要由被费米能量穿过的体态能带贡献的。这些体

态的线性能带结构以及动量空间分布的贝利曲率使得它们与普通材料的输运性质

有所区别[125,126]。 

打破时间反演对称性的外尔半金属中均存在反常霍尔效应[127]，并且它的反常

霍尔电阻的大小与动量空间外尔点之间的距离紧密相连。对于只有一对外尔点情

况，取定两个外尔点沿线方向上每一个动量的值（以𝑘𝑧为例），则𝑘𝑥和𝑘𝑦描述了一

个二维系统，整个系统即相当于许多二维系统的合集。当𝑘𝑧的值位于两个外尔点之

间时，计算可以得到对应的二维系统有一个整数的霍尔电导𝑒2/ℎ，而取𝑘𝑧位于两个

外尔点之外时，对应二维系统的霍尔电导为零。因此，整个系统拥有反常霍尔电导

率 

𝜎𝑥𝑦 = ∫ 𝜎𝑥𝑦(𝑘𝑧)
𝑑𝑘𝑧

2𝜋
=

𝑒2

ℎ
𝑘𝑑

 

 

(1-11) 

可见其正比于两个外尔点之间的距离𝑘𝑑。 

外尔半金属中的另一个独特输运特征为其手性反常（chiral anomaly）效应带来

的负磁电阻[128–130]。手性反常是指两个手性相反的外尔点附近的准粒子总数目是守

恒的，但对于某一个手性的准粒子，其数目不再守恒。而负磁电阻便是其表现之一，

它是电阻随着磁场强度增大而减小的一种现象。目前，研究发现了多种可以在材料

中导致负磁电阻的机制[131]。对于手性反常导致的负磁电阻，其特点为磁电阻的大

 

图 1-18 在实验中观测到的量子霍尔效应。(a)Cr0.15(Bi0.1Sb0.9)1.85Te3 薄膜中的纵向电阻和霍尔

电阻随门电压变化的曲线[62]。(b)有 Cr 掺杂和没有 Cr 掺杂的(Bi,Sb)2Te3交替形成的五层装置

中的纵向电阻和霍尔电阻随磁场强度变化的曲线[124]。 

Fig. 1-18 The quantum anomalous Hall effect observed in experiments. (a) Longitudinal and Hall 

resistance as functions of the gate voltage in Cr0.15(Bi0.1Sb0.9)1.85Te3 thin film[62]. (b) The magnetic-

field dependent longitudinal and Hall resistance in a penta-layer device formed alternately of Cr-

doped and Cr-free (Bi,Sb)2Te3 films[124]. 
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小取决于磁场𝑩和电场𝑬之间的夹角。当电场和磁场方向平行时，在此方向上负磁

电阻有最大值；当电场和磁场方向垂直时，负磁电阻消失。玻尔兹曼方程计算结果

表明[129,132]：在外尔半金属中，纵向磁电导正比于𝑬 ⋅ 𝑩；在磁场较小时，纵向磁电

导正比于磁场强度的平方，而在系统进入量子极限时，其正比于磁场强度。实验上，

这种手性反常导致的负磁电阻已经在许多材料中被观测到了[133–135]，例如图 1-19 (a)

为实验在 ZrTe5 中测量到的负磁电阻[134]。 

 

图 1-19 拓扑材料中体态的独特输运现象。(a)在 ZrTe5 中测量到的负磁电阻[134]。图中的不同

曲线为在磁场和激发电流的不同角度下的磁电阻。(b)在 Cd3As2中测量到的非平庸 SdH 振荡

相位[138]。图中纵坐标为磁场强度的倒数，横坐标为磁电阻的振荡指标。(c)在 Cd3As2 中测量

到的线性磁阻[138]。(d)在 WTe2中测量到的非线性霍尔效应[141]。图中红色圆圈（绿色和紫色

圆圈）为非线性霍尔（纵向）电压和激发电流的关系。 

Fig. 1-19 Unique transport phenomena contributed by the bulk states of topological materials. (a) 

Negative magnetoresistance measured in ZrTe5
[134]. Different curves denote magnetoresistance with 

different angles bewteen magnetic field and excitation current. (b) Non-trivial SdH oscillation phase 

measured in Cd3As2
[138]. The ordinate in the figure is the reciprocal of the magnetic field strength, 

and the abscissa is the oscillation index of the magnetoresistance. (c) Linear magnetoresistance 

measured in Cd3As2
[138]. (d) Nonlinear Hall effect measured in WTe2

[141]. Red circle (green and 

purple) denotes the nonlinear Hall (longitudinal) voltage as a function of the excitation current. 
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拓扑材料的线性能带结构给它带来了一些不同于传统二次方型能带结构的特

征，例如非平庸的 SdH 振荡（Shubnikov–de Haas oscillation）相位[136,37,126]和线性

磁电阻[137]。SdH 振荡是电阻随磁场强度大小𝐵的振荡。当磁场强度不断增大时，

费米能量将不断穿过朗道能带进而导致系统的物理性质不断变化，其中系统热力

学性质的振荡被称为 dHvA 振荡（de Haas–van Alphen oscillation），输运性质的振

荡为 SdH 振荡。对于线性能带结构和二次方型能带结构，这些振荡曲线的相位是

不同的，因此测量 SdH 振荡相位也是判断一个材料拓扑性质的依据之一。如图 1-

19 (b)为实验在 Cd3As2 中测量到的非平庸振荡相位[138]。在传统材料中，磁电阻会

随磁场强度大小呈平方型增长，但在一些拓扑材料中，实验测量发现其磁电阻随着

磁场强度增大呈线性增长。图 1-19 (c)为实验在 Cd3As2 中测到的线性磁电阻[138]。

因此，线性磁电阻也常作为探测到拓扑材料的信号之一。 

除了以上线性的输运现象，非线性霍尔效应也是材料拓扑性质的体现之一
[139,140]。这里的非线性霍尔效应指的是由纵向激发电流产生二阶横向电压的现象。

在实验中，一般通过在纵向施加一个较小频率的电流，然后测量横向的二倍频率的

电压[141]。图 1-19 (d)为实验在 WTe2 中测量到的非线性霍尔效应[141]。材料中的贝

利曲率偶极矩可以贡献本征的非线性霍尔输运[142]，而有限大小的贝利曲率偶极矩

通常会出现在打开能隙的倾斜狄拉克锥型能谱中[143]。 

1.4 拓扑材料输运性质研究的现存问题 

前面两节的内容回顾了当前拓扑材料中的研究现状，可以看到目前已经发现

了种类繁多的拓扑材料和许多新奇的输运现象。输运性质的研究一方面是为了探

索拓扑材料的电子能带结构，另一方面是为了推动拓扑材料早日投入到实际应用

之中。本节将归纳出当前研究中存在的几个突出问题。 

首先，对拓扑材料磁电阻的研究是探究其体态性质的最佳方法之一，目前在此

方面的实验测量数据众多，但在理论方面缺乏对磁电阻系统性的对比研究。虽然在

拓扑材料中的负磁电阻[129,132]、线性磁电阻[137]、非平庸的磁电阻振荡相位[144,145]均

有相应的理论解释，但是这些理论都相互独立。例如当前理论中负磁电阻是出现在

纵向磁电阻中的，而线性磁电阻是出现在横向磁电阻中的，两者是否会同时出现在

同一个系统中还尚未被探究。此外，当前实验中关于量子机制下线性磁电阻的理论

解释均基于 Abrikosov 提出的的量子磁电阻理论[137]。在此理论框架下，横向的线

性磁电阻对应的纵向磁电阻对磁场强度的依赖关系还不清楚。同时确定一个系统

中的各方向磁电阻特征有助于在实验中与理论对照时得到更为精准和确凿的实验

证据。整体来说，目前在量子理论框架下，各种类型的能带结构和杂质势能对磁电
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阻的影响仍需要一个系统性的研究。 

量子化输运在投入实际应用中存在几个阻碍。首先，大多数量子化的输运都需

要外加强磁场以及在低温中实现。经过近年来研究者的不懈努力，实验上已经在数

个体系中实现了量子反常霍尔效应[62,64,119–123]。但是，由于磁性掺杂带来的能隙较

小，实验上仍然需要极低的温度来实现无磁场的量子化输运。这个难题需要由未来

新的实验技术或新的本征磁性拓扑材料来突破。另一个影响量子化输运的阻碍为：

目前量子化输运中的无耗散输运通道个数都很少。实验上量子反常霍尔效应中的

输运通道目前只能达到个位数[146,147]。而在另一方面，实验上在 ZrTe5 中实现的三

维量子霍尔效应有望解决这一难题[148]。在这类三维量子霍尔效应中无耗散的输运

通道可以达到上万个。然而目前在理论方面仅仅知道电荷密度波或自旋密度波能

够带了三维量子霍尔效应，但还没有磁场中电荷密度波的具体理论。实验中 ZrTe5

的三维量子霍尔效应的具体机制和细节还需要具体的理论解释，且寻找更多拥有

三维量子霍尔效应的材料也需要理论的帮助。 

半整数的霍尔电导虽然早已出现在各种理论计算中，但实验上相应的确凿证

据很少。理论上首先是在三维铁磁拓扑绝缘体的棱边上发现了半整数的量子化输

运[149]，随后又提出了上下两个表面的半整数的霍尔电导相互抵消的轴子绝缘体

（axion insulator）[150]。实验上由于材料侧表面态的影响以及器件制备技术的限制

一直没有直接观测到半整数的霍尔电导[151]。目前，反铁磁拓扑绝缘体 MnBi2Te4 的

实现为探索半整数的霍尔电导提供了更好的平台。但开展实验测量的具体方案以

及 MnBi2Te4 输运性质的理论研究还很缺乏。 

1.5 本论文主要研究内容 

针对上一节中提出的问题，本论文系统地研究了拓扑半金属中的磁电阻，探索

了磁场中电荷密度波引入的三维量子霍尔效应，设计了 MnBi2Te4 的非局域化输运

测量方案并计算了相应的非局域化电阻。以下为具体的研究内容和各章的安排。 

第二章从无质量的狄拉克哈密顿量出发，首先研究了其在磁场中形成的朗道

能带，接着推导了形成朗道能带的系统中的格林函数，并与一般系统中格林函数的

推导做了比较研究，在此基础上使用久保公式分析推导了纵向、横向和霍尔电导率，

并研究了在杂质趋于零的理想情况下纵向磁电阻量子振荡的频率和相位。第二章

的最后部分研究了量子极限下费米能量和载流子浓度的关系以及杂质对纵向磁电

阻的影响。 

第三章首先给出了朗道能带系统中杂质的处理方法，之后分别从单个外尔节

点模型和两节点模型出发，对最低朗道能带和朗道指标为 1 的能带中的散射时间
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和输运时间进行了推导。第三章的计算分别考虑了 δ 势能型杂质、高斯势能型杂

质、屏蔽库伦势能型杂质，并给出了不同类型杂质在系统中占主导时，相应量子极

限下纵向和横向磁电阻对磁场的依赖关系。 

第四章首先介绍了在三维材料中量子霍尔效应出现的物理机制，之后从 ZrTe5

的低能有效模型出发，在磁场中的最低朗道能级上考虑了电子-声子相互作用和电

子-电子相互作用引入的电荷密度波，并用平均场近似的方法数值计算了相应序参

量的大小，之后分析了 ZrTe5 中电荷密度波的性质以及电流的非欧姆特性。第四章

的最后讨论了电荷密度波可能引起的其他尚未实验实现的量子化输运现象。 

第五章从 MnBi2Te4 的单个七重层有效哈密顿量出发，首先在空间中构建了反

铁磁结构 MnBi2Te4 的格点模型，之后设计了多端口中非局域化输运的测量方案，

并用 Landauer-Büttiker 公式计算了六端口 MnBi2Te4 器件中的非局域化电阻，最后

考虑了费米能量、杂质、测量电极厚度对非局域化电阻的影响。此外，第五章还计

算了六端口轴子绝缘体中的理论非局域化电阻，并于 MnBi2Te4 的计算结果进行了

对比。 
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第 2 章 无质量狄拉克粒子的本征磁电阻特性 

2.1 引言 

正如第一章中 1.2.3 小节所述，许多拓扑半金属在费米能量附近有线性的能带

特征，并且附近的态可以被无质量狄拉克方程所描述。由于材料的许多物理性质都

和其费米能量附近的能带结构直接关联，拓扑半金属在许多方面都会表现出与拥

有二次方型能带结构的传统材料截然不同的特征。无质量狄拉克哈密顿量结构简

单且能抓住狄拉克半金属以及外尔半金属中关键的线性能带特征，此外，一些材料

（例如 Ag2Se 和 ZrTe5）在费米面附近的能带结构确实为一个单狄拉克锥的形状
[137,152–154]，即和无质量狄拉克哈密顿量描述的情况完全一致。因此无质量狄拉克哈

密顿量为许多拓扑材料的理论研究出发点。 

在拓扑材料的磁电阻方面，研究重点大多集中在由手性反常带来的负磁电阻

效应[42,129,131,132,134]以及特殊能带结构导致的线性磁电阻上[137,155–158]。在许多理论研

究工作中[129,132,157,158]，玻尔兹曼方程的方法被用来计算拓扑半金属的磁电阻。虽然

通过加入贝利曲率修正的速度项后玻尔兹曼方程的方法能解释许多输运现象，但

其本质为半经典的方法，并非像久保公式一样直接从量子理论出发。对于无磁场系

统，通过久保公式研究电导率的理论框架已被很多教科书详细阐述[112,159]。对于磁

场中的无穷多朗道能带系统，虽然有许多研究工作仍通过久保公式研究其磁电导

率，但相应的理论框架一直未被详细梳理。其中的关键近似也一直未被指明。另一

方面，虽然杂质效应在磁电阻中研究中得到了广泛的关注，但对于朗道能带这种准

一维系统，久保公式的顶点修正对纵向磁电阻的重要性一直未得到重视。 

本章将从无质量狄拉克哈密顿量出发，首先在 2.2 节求解磁场中的朗道能带和

本征态，之后介绍由磁场强度划分的三个区间并给出无质量狄拉克粒子进入量子

极限的临界磁场强度。2.3 节将先介绍各个方向的磁电阻以及其与磁电导的关系，

之后系统地给出久保公式求解朗道能带系统中磁电导的理论框架，包括相应的格

林函数、自能、流流关联函数等。2.4 节将计算无质量狄拉克粒子由其能带结构而

带来的纵向和横向本征磁电阻，并对其振荡频率和相位进行研究。2.5 节将研究量

子极限下杂质对纵向磁电阻的影响以及顶点修正的作用。最后，2.6 节将对本章内

容总结并讨论。 

2.2 低能有效模型和朗道能带 

对于质量为零的狄拉克粒子，第一章中的(1-2)式将解耦为两块2 × 2矩阵，且
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均有锥型能谱。而在材料体系中，材料的性质往往取决于费米能量附近的态。通过

第一性原理计算可以得到材料整体的能带，进一步仅取费米能量附近的能带时，可

以得到一个低能有效模型。在狄拉克半金属中，低能有效哈密顿量为 

𝐻𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = (
𝐻(𝒌) 0

0 −𝐻(𝒌)
) (2-1) 

其中 

𝐻(𝒌) = ℏ𝑣𝐹𝒌 ⋅ 𝝈 (2-2) 

这里ℏ为约化普朗克常数，𝑣𝐹为费米速度，𝒌 = (𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑘𝑧)为波矢，𝝈 = (𝜎𝑥, 𝜎𝑦, 𝜎𝑧)

为泡利矩阵。哈密顿量中的泡利矩阵带来的自由度对应着两个不同的能带。可以看

到，低能有效模型(2-1)式与零质量狄拉克哈密顿量中的2 × 2矩阵块有着相同的数

学形式，但和原本的狄拉克方程相比，三维材料中的费米速度比光速小 102 到 103

个量级。 

由于在(2-1)式中，对角上的两个矩阵块是完全解耦的，研究时往往仅取其中一

个进行计算。通过求解定态薛定谔方程可以得到(2-2)式的能谱和相应的本征态。无

质量狄拉克粒子能谱的最大特征为：它是动量的线性函数， 

𝐸±(𝑘) = ±ℏ𝑣𝐹𝑘 (2-3) 

其中±分别为两个不同能带的指标，而𝑘 = √𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2 + 𝑘𝑧
2。 

由于这里所研究的哈密顿量是各项同性的，因此在各方向上施加磁场是等价

的。取磁场𝑩的方向为𝑧，在朗道规范下，有矢势𝑨 = (−𝐵𝑦, 0,0)。通过佩尔斯替换
[160]（Peierls replacement）可以得到磁场中系统的哈密顿量变为𝐻(𝒌 + 𝑒𝑨/ℏ)，即在

(2-2)式中的波矢𝑘𝑥将变为(𝑘𝑥 − 𝑒𝐵𝑦/ℏ)，其中𝑒 = 1.6 × 10−19  C 为电子所带的电

荷量。变换后的哈密顿量会因𝑦的引入打破𝑦⃗方向的平移对称性，进而导致𝑘𝑦变为

微分算符。通过观察变换后的哈密顿量可以发现其数学形式和一维谐振子相似，因

此可以通过定义相似的产生湮灭算符来解析求解系统的本征能量和本征态。定义

产生湮灭算符𝑎†和𝑎分别为 

𝑎† =
𝑙𝐵

√2
(𝑘𝑥 −

𝑒𝐵𝑦

ℏ
+ 𝜕𝑦) 

𝑎 =
𝑙𝐵

√2
(𝑘𝑥 −

𝑒𝐵𝑦

ℏ
− 𝜕𝑦) (2-4) 

其中𝑙𝐵 = √ℏ/(𝑒𝐵)。之后，相应的定态薛定谔方程可以写为 

ℏ𝑣𝐹 (
𝑘𝑧 √2𝑎/𝑙𝐵

√2𝑎†/𝑙𝐵 −𝑘𝑧

)(
𝑐1|𝑛 − 1⟩

𝑐2|𝑛⟩
) |𝑘𝑥 , 𝑘𝑧⟩ = 𝐸 (

𝑐1|𝑛 − 1⟩

𝑐2|𝑛⟩
) |𝑘𝑥, 𝑘𝑧⟩ (2-5) 

这里𝐸为需要求解的本征能量，本征态的形式是根据哈密顿量中产生湮灭算符的位

置写出的。此外，本征态的表示混合使用了矩阵形式和狄拉克符号，一个本征态是
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由狄拉克符号|𝑛⟩和|𝑘𝑥, 𝑘𝑧⟩与矩阵形式中的矢量（其中𝑐1和𝑐2为系数）共同确定的。

在表达式中使用狄拉克符号可以使解析推导更为便捷，仅在需要本征态的具体形

式时选择合适的表象将其写出即可。将产生湮灭算符作用到本征态上，约去等式两

边的公因子，(2-5)式可以化为 

ℏ𝑣𝐹 (
𝑘𝑧 √2𝑛/𝑙𝐵

√2𝑛/𝑙𝐵 −𝑘𝑧

)(
𝑐1

𝑐2
) = 𝐸 (

𝑐1

𝑐2
) (2-6)

求解久期方程（secular equation）便可得到本征能量以及系数𝑐1和𝑐2的值。系统的

本征能量为 

𝐸𝑘𝑧,𝑛± = ±ℏ𝑣𝐹√𝑘𝑧
2 +

2𝑛

𝑙𝐵
2 (2-7) 

对应的本征态为 

|𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 𝑛 +⟩ = (
cos

𝜃𝑘𝑧,𝑛

2
|𝑛 − 1⟩

sin
𝜃𝑘𝑧,𝑛

2
|𝑛⟩

) |𝑘𝑥, 𝑘𝑧⟩ 

|𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 𝑛 −⟩ = (
−sin

𝜃𝑘𝑧,𝑛

2
|𝑛 − 1⟩

cos
𝜃𝑘𝑧,𝑛

2
|𝑛⟩

) |𝑘𝑥, 𝑘𝑧⟩ (2-8) 

其中cos 𝜃𝑘𝑧,𝑛 = 𝑘𝑧/√𝑘𝑧
2 + 2𝑛/𝑙𝐵

2。在表达式中使用𝜃𝑘𝑧,𝑛的形式是为了方便对两能带

模型进行更一般性的研究。 

不同于普通的单能带模型，(2-7)式和(2-8)式对应的是朗道指标𝑛 ≥ 1的情况。

因本征态的独特形式，𝑛 = 0的情况需要单独处理，此时，(2-5)式应为 

ℏ𝑣𝐹 (
𝑘𝑧 √2𝑎/𝑙𝐵

√2𝑎†/𝑙𝐵 −𝑘𝑧

) (
0

𝑐0|0⟩)
|𝑘𝑥, 𝑘𝑧⟩ = 𝐸 (

0
𝑐0|0⟩)

|𝑘𝑥, 𝑘𝑧⟩ (2-9) 

参数𝑐0为等号两边的公约数，因此可以约去。将哈密顿量作用到本征态后，仅能得

到一个方程，即 

−ℏ𝑣𝐹𝑘𝑧|0⟩ = 𝐸|0⟩ (2-10) 

因此，当𝑛 = 0时，系统的本征能量为 

𝐸𝑘𝑧,0 = −ℏ𝑣𝐹𝑘𝑧 (2-11)

相应本征态为 

|𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 0⟩ = (
0
|0⟩

) |𝑘𝑥, 𝑘𝑧⟩ (2-12) 

从以上本征态的表达式可以看到：磁场中系统的量子数为动量𝑘𝑥和𝑘𝑧以及能

带指标（𝑛 ±或0）。由于本征能量对量子数𝑘𝑥没有依赖关系，计算𝑘𝑥的数目即可得
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到每个本征能量都是𝑁𝐿 = 𝑒𝐵/ℎ重简并的。 

根据(2-7)式和(2-11)式可以画出系统本征能量随波矢𝑘𝑧变化的能带图，如图 2-

1 所示。随着磁场强度的不断增强，从(2-7)式可以得出：能带将逐渐远离零能点，

且能带之间的距离将不断增大。此外，简并度𝑁𝐿也是与磁场强度呈正比的，因此，

当系统中的粒子数目固定时，整体的填充能量位置（即费米能量）将会随磁场强度

增强而下降，如图 2-1 中(a)、(b)、(c)所示。对于拥(2-7)式形式的一维能带，可以

求得每条能带贡献的态密度𝑁𝑛±(𝐸)为 

𝑁𝑛±(𝐸) =
1

𝑉
∑ 𝛿(𝐸 − 𝐸𝑘𝑧,𝑛±)

𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑘𝑧

 

=
𝑁𝐿

𝜋

𝐸

ℏ𝑣𝐹√𝐸2 − (ℏ𝑣𝐹)2 2𝑛
𝑙𝐵
2

Θ(𝐸 ∓ ℏ𝑣𝐹√
2𝑛

𝑙𝐵
2 ) (2-13)

 

这里𝑉为系统的体积，Θ(𝑥)为阶跃函数。可以看到，在能量𝐸位于每个𝐸𝑘𝑧,𝑛+能带底

端或𝐸𝑘𝑧,𝑛−能带顶端时，态密度将会发散。因此，费米能量切过每条能带时对应的

态密度将剧烈变化。在磁场强度较小时，因为朗道能带十分密集，即图 2-1 (a)所示

情况，系统和未加磁场时的情况并无太太区别，通常把这个范围的磁场区间称作半

经典区间（semiclassical regime）。当磁场强度较大时，朗道能带之间距离足够大，

即图 2-1 (b)所示情况，系统的物理性质会随磁场强度的变化产生振荡，因此这个区

间被称为量子振荡区间（quantum oscillation regime）。当磁场十分大时，仅最低朗

道能带被占据，系统的物理性质将停止随磁场强度振荡，这个区间通常被称为量子

极限区间（quantum limit regime），即图 2-1 (c)所示情况。从量子振荡区间进入量

子极限区间的临界磁场强度为𝐵𝑐。当系统处于𝐵𝑐时，费米能量刚好切过𝐸𝑘𝑧,1+能带

底端（如果为空穴型载流子，则为𝐸𝑘𝑧,1−能带顶端），即 

min(𝐸𝑘𝑧,1+) = 𝐸𝑘𝐹,0 (2-14) 

对于哈密顿量(2-2)式，从(2-11)式出发可以得到量子极限下费米波矢𝑘𝐹和载流子浓

度𝑛0的关系为𝑘𝐹 = 2𝜋𝑛0/𝑁𝐿。因此，可以求得临界磁场强度为 

𝐵𝑐 =
ℏ

𝑒
(2√2𝜋2𝑛0)

2/3
(2-15) 

但考虑整个哈密顿量(2-1)式时，有𝑘𝐹 = 𝜋𝑛0/𝑁𝐿，则需要移除上式中括号内的2。鉴

于此表达式对模型参数没有任何依赖性，因此它可以在实验中用于确定载流子浓

度或临界磁场强度。 
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2.3 磁电阻的计算 

对于一个三维系统，固定磁场的方向后，根据施加激发电流的方向和测量电压

的方向不同（见图 2-2），可以将磁电阻分为三类。在竖直方向施加磁场的情况下，

当激发电流与测量电压的方向均与磁场方向平行时，所测得的电阻通常被称为纵

向磁电阻，如图 2-2 (a)所示；当激发电流方向与磁场方向垂直时，平行于激发电流

的方向测量电压所得到的电阻通常被称作横向磁电阻，如图 2-2 (b)所示；当激发电

流方向和测量电压方向相互垂直且位于垂直磁场方向的平面内时，所测得的电阻

为霍尔电阻，如图 2-2 (c)所示。这里的横向和纵向电阻与与二维系统中的定义不

同，在二维系统中垂直二维平面施加磁场的情况下测得的纵向电阻和霍尔电阻和

上述三维情况中横向电阻和霍尔电阻较类似。 

由于磁场的引入，空间中各个方向的电阻将变得复杂，因此一般将电阻写为矩

阵形式，以便在分析计算中能全面地描述系统电阻特性。当磁场沿𝑧方向时，在笛

卡尔坐标系下，电阻率可以写为 

 

图 2-1 无质量狄拉克粒子在不同磁场强度下的能谱。(a)磁场强度较弱时，朗道能带之间距离

较近。(b)磁场强度较大时，朗道能带之间的距离变大。(c)磁场强度十分大时，只有最低朗道

能带被占据。图中蓝色实线代表被占据的态，灰色虚线代表未被占据的态。 

Fig. 2-1 The energy dispersion of massless Dirac particles under different magnetic strengths. (a) 

The spacing of adjoining Landau bands is very small under the weak magnetic field strength. (b) The 

spacing of adjoining Landau bands becomes larger when the magnetic field is strong. (c) Only the 

lowest Landau band is occupied when the magnetic field strength is extremely strong. Blue solid 

lines represent the occupied states, and gray dashed lines represent the unoccupied states. 
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𝜌 ≡ (

𝜌𝑥𝑥 𝜌𝑥𝑦 0

𝜌𝑦𝑥 𝜌𝑦𝑦 0

0 0 𝜌𝑧𝑧

) (2-16) 

这里矩阵元𝜌𝛼𝛽代表在𝛼方向施加激发电流而在𝛽方向测量电压时的电阻率。因此

𝜌𝑧𝑧即为前文所说的纵向磁电阻率；𝜌𝑥𝑥和𝜌𝑦𝑦即为横向磁电阻率。由于磁场沿𝑧方向，

霍尔电压即在𝑥⃗-𝑦⃗平面内分布，仅有霍尔电阻率𝜌𝑥𝑦和𝜌𝑦𝑥不为零。 

将电阻率写为三维的方矩阵后，相应的电导率也应为三维的方矩阵，而电流和

电场应为三行一列的矩阵（分别对应空间中的三个方向）。它们之间的关系仍遵循

第一章的(1-4)式，只是相应的乘法和除法运算变为了矩阵的乘法和求逆。因此电导

率与电阻率之间的关系为 

𝜎 = 𝜌−1 (2-17) 

将(2-16)式中的矩阵求逆可以得到：纵向磁电阻率和磁电导率相互为倒数，即𝜎𝑧𝑧 =

1/𝜌𝑧𝑧；横向磁电阻率和磁电导率的关系为 

𝜎𝑥𝑥 =
𝜌𝑦𝑦

𝜌𝑥𝑥𝜌𝑦𝑦 − 𝜌𝑥𝑦𝜌𝑦𝑥
(2-18) 

对于一个在𝑥⃗-𝑦⃗平面内各项同性的系统，𝜌𝑥𝑥 = 𝜌𝑦𝑦且𝜌𝑥𝑦 = −𝜌𝑦𝑥，因此上式可以简

化为 

𝜎𝑥𝑥 =
𝜌𝑥𝑥

𝜌𝑥𝑥
2 + 𝜌𝑥𝑦

2
(2-19) 

相应的霍尔电导率为 

𝜎𝑥𝑦 =
𝜌𝑦𝑥

𝜌𝑥𝑥
2 + 𝜌𝑥𝑦

2
(2-20) 

 

图 2-2 磁场中三种不同的电阻测量示意图。(a)纵向磁电阻；(b)横向磁电阻；(c)霍尔电阻。 

Fig. 2-2 Schematic diagrams of the measurements for three different kinds of resistance in the 

magnetic field. (a) Longitudinal magnetoresistance. (b) Transverse magnetoresistance. (c) Hall 

resistance. 

V

I
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I
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BI
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B
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2.3.1 朗道能带的格林函数和自能 

系统的格林函数是久保公式计算电导率的基础，而杂质对电导的影响一般通

过格林函数的自能来考虑。和计算普通体系的格林函数不同，磁场中的三维材料通

常被当作拥有无穷多一维能带的系统来对待。例如(2-7)式中朗道指标𝑛是可以取到

无穷大的。因此在求解朗道能带的格林函数以及自能的过程中需要一些近似处理。 

对于任意系统，其哈密顿量的一般形式可以写作 

𝐻̂ = 𝐻̂0 + 𝑉̂ (2-21) 

其中𝐻̂0和𝑉̂分别为未考虑杂质的哈密顿量算符和杂质势能算符。对于未考虑杂质时

的系统，有 

𝐻̂0|𝑢⟩ = 𝐸𝑢|𝑢⟩ (2-22) 

其中𝐸𝑢和|𝑢⟩分别表示系统的本征能量和本征态，对于无质量狄拉克粒子即为(2-7)

式、(2-11)式以及(2-8)和(2-12)式。根据松原格林函数（Matsubara Green function）

的定义[112,159]，格林函数算符的一般形式可以做以下转换 

𝐺̂(𝑖𝜔𝑚) = (𝑖𝜔𝑚 − 𝐻̂)
−1

 

= {[𝐺̂0(𝑖𝜔𝑚)]
−1

− 𝑉̂}
−1

 

= {1 − 𝐺̂0(𝑖𝜔𝑚)𝑉̂}
−1

𝐺̂0(𝑖𝜔𝑚) (2-23) 

这里𝑖𝜔𝑚/ℏ即为松原格林函数中的虚数频率（imaginary frequency）。𝐺̂0(𝑖𝜔𝑚)为未

考虑杂质时系统的格林函数算符，它可以写为𝐸𝑢和|𝑢⟩的表达式， 

𝐺̂0(𝑖𝜔𝑚) = (𝑖𝜔𝑚 − 𝐻̂0)
−1

 

= (𝑖𝜔𝑚 − 𝐻̂0)
−1

∑|𝑢⟩⟨𝑢|

𝑢

 

= ∑
|𝑢⟩⟨𝑢|

𝑖𝜔𝑚 − 𝐸𝑢
𝑢

(2-24) 

其中上式的第二个行插入了∑ |𝑢⟩⟨𝑢|𝑢 = 1。 

将(2-23)式以杂质势能做泰勒展开可以得到 

𝐺̂(𝑖𝜔𝑚) = 𝐺̂0(𝑖𝜔𝑚) + 𝐺̂0(𝑖𝜔𝑚)𝑉̂𝐺̂0(𝑖𝜔𝑚) + 𝐺̂0(𝑖𝜔𝑚)𝑉̂𝐺̂0(𝑖𝜔𝑚)𝑉̂𝐺̂0(𝑖𝜔𝑚) 

+𝐺̂0(𝑖𝜔𝑚)𝑉̂𝐺̂0(𝑖𝜔𝑚)𝑉̂𝐺̂0(𝑖𝜔𝑚)𝑉̂𝐺̂0(𝑖𝜔𝑚) + ⋯ (2-25) 

由于𝐺̂(𝑖𝜔𝑚)为考虑杂质后系统的格林函数，因此将𝐺̂(𝑖𝜔𝑚)以原本的本征态|𝑢⟩为基

用矩阵表示，其非对角矩阵元⟨𝑢|𝐺̂(𝑖𝜔𝑚)|𝑢′⟩将在一般情况下不为零。系统的量子数

𝑢一般分为动量𝒌和能带指标𝑏，对于⟨𝒌, 𝑏|𝐺̂(𝑖𝜔𝑚)|𝒌′, 𝑏′⟩，在进行杂质平均（impurity 

average）后，将变为⟨𝒌, 𝑏|𝐺̂(𝑖𝜔𝑚)|𝒌, 𝑏′⟩，即格林函数在在动量𝒌的空间将恢复为对

角形式，而在能带指标空间为非对角形式。对于无磁场的多能带体系，系统的哈密
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顿量一般写为动量的函数和能带指标的矩阵的混合形式，在对杂质做近似处理后

可以将(2-25)式重新写回(2-23)式的形式。系统的格林函数可直接依据(2-23)式的求

逆计算，其能带空间的矩阵形式自然的包含了相应的非对角项。但磁场中的系统情

况比较特殊，因为其朗道能带的数目是无穷多的，无法用矩阵表示和求逆。因此通

常在这里需要进一步近似处理。仅考虑格林函数在能带指标空间中的对角项，对于

本征态𝑢，其格林函数可以写为 

𝐺𝑢(𝑖𝜔𝑚) = ⟨𝑢|𝐺̂(𝑖𝜔𝑚)|𝑢⟩ 

= ⟨𝑢|𝐺̂0(𝑖𝜔𝑚)|𝑢⟩ + ⟨𝑢|𝐺̂0(𝑖𝜔𝑚)𝑉̂𝐺̂0(𝑖𝜔𝑚)|𝑢⟩ 

+⟨𝑢|𝐺̂0(𝑖𝜔𝑚)𝑉̂𝐺̂0(𝑖𝜔𝑚)𝑉̂𝐺̂0(𝑖𝜔𝑚)|𝑢⟩ + ⋯ (2-26) 

上式等号右边的第一项为无杂质影响时的格林函数，第二项为 

⟨𝑢|𝐺̂0(𝑖𝜔𝑚)𝑉̂𝐺̂0(𝑖𝜔𝑚)|𝑢⟩ = ∑ ⟨𝑢|𝐺̂0(𝑖𝜔𝑚)|𝑢′⟩⟨𝑢′|𝑉̂|𝑢′′⟩⟨𝑢′′|𝐺̂0(𝑖𝜔𝑚)|𝑢⟩

𝑢′,𝑢′′

 

=
1

𝑖𝜔𝑚 − 𝐸𝑢

⟨𝑢|𝑉̂|𝑢⟩
1

𝑖𝜔𝑚 − 𝐸𝑢
(2-27) 

同样，通过插入∑ |𝑢⟩⟨𝑢|𝑢 的方法，第三项可以写为 

⟨𝑢|𝐺̂0(𝑖𝜔𝑚)𝑉̂𝐺̂0(𝑖𝜔𝑚)𝑉̂𝐺̂0(𝑖𝜔𝑚)|𝑢⟩ 

=
1

𝑖𝜔𝑚 − 𝐸𝑢

⟨𝑢|𝑉̂𝐺̂0(𝑖𝜔𝑚)𝑉̂|𝑢⟩
1

𝑖𝜔𝑚 − 𝐸𝑢
 

=
1

𝑖𝜔𝑚 − 𝐸𝑢
∑⟨𝑢|𝑉̂|𝑢′⟩

1

𝑖𝜔𝑚 − 𝐸𝑢′
⟨𝑢′|𝑉̂|𝑢⟩

𝑢′

1

𝑖𝜔𝑚 − 𝐸𝑢
(2-28) 

将上式中杂质的影响提取出来，可以得到杂质带来的自能 

Σ𝑢(𝑖𝜔𝑚) = ∑
|⟨𝑢′|𝑉̂|𝑢⟩|

2

𝑖𝜔𝑚 − 𝐸𝑢′
𝑢′

(2-29) 

使用戴森方程（Dyson equation）[112,159]，可以得到态𝑢的格林函数近似为 

𝐺𝑢(𝑖𝜔𝑚) ≈
1

𝑖𝜔𝑚 − 𝐸𝑢 − Σ𝑢(𝑖𝜔𝑚)
(2-30) 

戴森方程是将自能（即提取出来的杂质作用）通过迭代的方法加入到了格林函数中。

将(2-30)式等式右边展开后与(2-26)式等式右边对比可知近似后的格林函数与未做

近似时相比仅包含了部分的项。在做杂质平均处理后会发现这种近似在杂质浓度

和强度都比较小时十分有效。将(2-30)式和(2-24)式对比可得，考虑杂质效应后系统

的格林函数算符为 

𝐺̂(𝑖𝜔𝑚) = ∑
|𝑢⟩⟨𝑢|

𝑖𝜔𝑚 − 𝐸𝑢 − Σ𝑢(𝑖𝜔𝑚)
𝑢

(2-31) 

从以上推导可以发现：计算朗道能带的格林函数时，一共有两处近似。其中一
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处为处理杂质时的常规近似，另一处为拥有朗道能带的系统所特有的。(2-26)式意

味着从𝑢态出发后最终又回到了𝑢态，即假设了杂质不会导致不同朗道能带之间态

的散射。结合(2-29)式和(2-30)式会发现此处杂质近似处理的影响为：给每个朗道能

带带来了有限大小的带宽（band broadening）但没有带来能带间的相互作用。 

在计算系统的响应函数时，通常需要使用推迟格林函数（retarded Green 

function），它可以通过对松原格林函数进行解析延拓得到。实际操作时，只需将松

原格林函数中的虚数能量𝑖𝜔𝑚替换为𝜔 + 𝑖0+即可得到推迟格林函数（这里0+为大

于0的无穷小量）[112]。此外，超前格林函数（advanced Green function）与推迟格林

函数互为厄密共轭（Hermitian conjugate），它可以通过对推迟格林函数求厄密共轭

或者对松原格林函数进行解析延拓（𝑖𝜔𝑚 → 𝜔 − 𝑖0+）得到。 

2.3.2 磁电导率的久保公式计算 

对于磁场中的系统，将其当作无穷多个一维能带体系处理后，其电导率的计算

和普通系统本质上讲并无差异。本小节以下内容将通过推迟流流关联函数（retarded 

current-current correlation function）分别推导出拥有朗道能带系统中的纵向电导率

和横向电导率。 

电导率和推迟流流关联函数Π𝛼𝛽
𝑅 (𝛺)的关系为 

Re[𝜎𝛼𝛽] = − lim
𝛺→0

ℏ

𝛺
Im[Π𝛼𝛽

𝑅 (𝛺)] (2-32) 

根据单圈费曼图（如图 2-3 所示）[112]，可以直接写出虚频流流关联函数的表达式

为 

Π𝛼𝛽(𝑖𝛺) =
𝑒2𝑘𝐵𝑇

𝑉
∑Tr[𝑣𝛼𝐺̂(𝑖𝜔𝑚)𝑣𝛽𝐺̂(𝑖𝜔𝑚 + 𝑖𝛺)]

𝑚

(2-33) 

其中𝑖𝛺/ℏ为虚数频率，𝑒为电子所带电荷量，𝑘𝐵为玻尔兹曼常数，𝑇为温度，𝑉为系

统的体积，𝑣𝛼为𝛼方向的速度算符。 

 

图 2-3 流流关联函数的单圈图。带有箭头的线段代表粒子的格林函数，黑色实心圆为速度算

符，两侧的波浪线代表格林函数能量的增加和减小量。 

Fig. 2-3 One loop diagram of the current-current correlation function. The arrowed lines represent 

Green functions of particles. Black solid circles denote velocity operators. Wiggly lines at two sides 

represent the incoming and outgoing energy of the Green function. 
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将上一小节得到的格林函数的表达式(2-31)式代入上式后可得 

Π𝛼𝛽(𝑖𝛺) =
𝑒2𝑘𝐵𝑇

𝑉
∑ ∑

Tr[𝑣𝛼|𝑢⟩⟨𝑢|𝑣𝛽|𝑢′⟩⟨𝑢′|]

[𝑖𝜔𝑚 − 𝐸𝑢 − Σ𝑢(𝑖𝜔𝑚)][𝑖𝜔𝑚 + 𝑖𝛺 − 𝐸𝑢′ − Σ𝑢′(𝑖𝜔𝑚)]
𝑢,𝑢′𝑚

(2-34) 

这里在关联函数中的求迹运算是为了对矩阵表示的自由度求和。利用求迹的循环

性质（即循环置换矩阵的乘积并不改变乘积的迹），可得 

Tr[𝑣𝛼|𝑢⟩⟨𝑢|𝑣𝛽|𝑢′⟩⟨𝑢′|] = ⟨𝑢′|𝑣𝛼|𝑢⟩⟨𝑢|𝑣𝛽|𝑢′⟩ (2-35) 

为了进一步将虚频求和，需要做如下替换 

1

𝑖𝜔𝑚 − 𝐸𝑢 − Σ𝑢(𝑖𝜔𝑚)
= ∫

𝐴𝑢(𝜔1)

𝑖𝜔𝑚 − 𝜔1
𝑑𝜔1 (2-36) 

这里𝐴𝑢(𝜔1)为谱函数（spectral function），它与格林函数的关系为 

𝐴𝑢(𝜔1) =
𝑖

2𝜋
[𝐺𝑢

𝑅(𝜔1) − 𝐺𝑢
𝐴(𝜔1)] (2-37) 

其中𝐺𝑢
𝑅(𝜔1)和𝐺𝑢

𝐴(𝜔1)分别为推迟格林函数和超前格林函数。在进行谱函数替换之

后，将(2-34)式中的虚频求和提出计算为 

𝑘𝐵𝑇 ∑
1

(𝑖𝜔𝑚 − 𝜔1)(𝑖𝜔𝑚 + 𝑖𝛺 − 𝜔2)
=

𝑛𝐹(𝜔1) − 𝑛𝐹(𝜔2)

𝜔1 − 𝜔2 + 𝑖𝛺
𝑚

(2-38) 

其中费米-狄拉克分布函数𝑛𝐹(𝜔1)的表达式为 

𝑛𝐹(𝜔1) =
1

𝑒(𝜔1−𝐸𝐹)/𝑘𝐵𝑇 + 1
(2-39) 

将(2-34)式中的虚频求和后，做解析延拓𝑖𝛺 → 𝛺 + 𝑖0+即可得到推迟流流关联函数。 

为了得到电导率，需要取推迟流流关联函数的虚部。对于𝛼 = 𝛽的情况，即前

文中的纵向或横向电导率，有 

⟨𝑢′|𝑣𝛼|𝑢⟩⟨𝑢|𝑣𝛼|𝑢′⟩ = |⟨𝑢′|𝑣𝛼|𝑢⟩|2 (2-40) 

因此 

Im[Π𝛼𝛼
𝑅 (𝛺)] =

𝑒2

𝑉
∑ ∫∫{Im [

1

𝜔1 − 𝜔2 + 𝛺 + 𝑖0+
]

𝑢,𝑢′

 

× [𝑛𝐹(𝜔1) − 𝑛𝐹(𝜔2)]𝐴𝑢(𝜔1)𝐴𝑢′(𝜔2)|⟨𝑢
′|𝑣𝛼|𝑢⟩|2}𝑑𝜔1𝑑𝜔2 

=
𝑒2

𝑉
∑ ∫∫{[−𝜋𝛿(𝜔1 − 𝜔2 + 𝛺)]

𝑢,𝑢′

 

× [𝑛𝐹(𝜔1) − 𝑛𝐹(𝜔2)]𝐴𝑢(𝜔1)𝐴𝑢′(𝜔2)|⟨𝑢
′|𝑣𝛼|𝑢⟩|2}𝑑𝜔1𝑑𝜔2 

= −
𝜋𝑒2

𝑉
∑ ∫{[𝑛𝐹(𝜔1) − 𝑛𝐹(𝜔1 + 𝛺)]

𝑢,𝑢′

 

× 𝐴𝑢(𝜔1)𝐴𝑢′(𝜔1 + 𝛺)|⟨𝑢′|𝑣𝛼|𝑢⟩|2}𝑑𝜔1 (2-41) 
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这里在取虚部时使用了 Sokhotski-Plemelj 定理，即 

1

𝑥 ± 𝑖0+
= 𝒫 (

1

𝑥
) ∓ 𝑖𝜋𝛿(𝑥) (2-42) 

其中𝒫表示柯西主值，𝛿(𝑥)为狄拉克 δ 函数（Dirac δ function）。当𝛺趋于零时，有 

lim
𝛺→0

[𝑛𝐹(𝜔1) − 𝑛𝐹(𝜔1 + 𝛺)]

𝛺
= −

𝑑𝑛𝐹(𝜔1)

𝑑𝜔1
(2-43) 

在零温近似下， 

lim
𝑇→0

[−
𝑑𝑛𝐹(𝜔1)

𝑑𝜔1
] = 𝛿(𝜔1 − 𝐸𝐹) (2-44) 

因此可得 

Re[𝜎𝛼𝛼] =
𝜋ℏ𝑒2

𝑉
∑ 𝐴𝑢(𝐸𝐹)𝐴𝑢′(𝐸𝐹)|⟨𝑢′|𝑣𝛼|𝑢⟩|2

𝑢,𝑢′

(2-45) 

这个公式十分重要，它是计算纵向和横向磁电导率的出发点。 

对于霍尔电导率，即𝛼 ≠ 𝛽的情况，不考虑杂质效应时，虚频流流关联函数(2-

34)式中不再有自能Σ𝑢(𝑖𝜔𝑚)，因此可以直接使用(2-38)式进行虚频求和， 

Π𝛼𝛽(𝑖𝛺) =
𝑒2

𝑉
∑

𝑛𝐹(𝐸𝑢) − 𝑛𝐹(𝐸𝑢′)

𝐸𝑢 − 𝐸𝑢′ + 𝑖𝛺
⟨𝑢′|𝑣𝛼|𝑢⟩⟨𝑢|𝑣𝛽|𝑢′⟩

𝑢,𝑢′

(2-46) 

做解析延拓（𝑖𝛺 → 𝛺 + 𝑖0+）后，需要取推迟流流关联函数的虚部。在具体计算中

会发现⟨𝑢′|𝑣𝛼|𝑢⟩⟨𝑢|𝑣𝛽|𝑢′⟩只有虚部，因此 

Im[Π𝛼𝛽
𝑅 (𝛺)] =

𝑒2

𝑉
∑

𝑛𝐹(𝐸𝑢) − 𝑛𝐹(𝐸𝑢′)

𝐸𝑢 − 𝐸𝑢′ + 𝛺
Im⟨𝑢′|𝑣𝛼|𝑢⟩⟨𝑢|𝑣𝛽|𝑢′⟩ 

𝑢,𝑢′

(2-47) 

通过使用洛必达法则可以得到[39] 

lim
𝛺→0

(𝐸𝑢 − 𝐸𝑢′ + 𝛺)−1

𝛺
= −

1

(𝐸𝑢 − 𝐸𝑢′)2
(2-48) 

即有本征霍尔电导率 

Re[𝜎𝛼𝛽] =
ℏ𝑒2

𝑉
∑

𝑛𝐹(𝐸𝑢) − 𝑛𝐹(𝐸𝑢′)

(𝐸𝑢 − 𝐸𝑢′)2
Im⟨𝑢′|𝑣𝛼|𝑢⟩⟨𝑢|𝑣𝛽|𝑢′⟩ 

𝑢,𝑢′

(2-49) 

上式的求和中不包括𝐸𝑢 = 𝐸𝑢′的情况。 

2.4 量子振荡区域的磁电阻 

上一节的内容阐明了磁电阻的分类以及计算方法，本节将对无质量狄拉克粒

子的纵向和横向磁电阻进行具体计算。重点集中在无质量狄拉克粒子的本征磁电

导率以及其在量子振荡区间的特性。 
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2.4.1 纵向磁电阻 

对于𝑧方向磁场中的系统，(2-45)式中的量子数𝑢即为𝑘𝑥，𝑘𝑧以及能带指标（𝑛 ±

或0）。磁场中无质量狄拉克粒子在𝑧方向的速度算符为 

𝑣𝑧 =
1

ℏ

𝜕𝐻(𝒌 + 𝑒𝑨/ℏ)

𝜕𝑘𝑧
 

= 𝑣𝐹𝜎𝑧 (2-50) 

结合速度算符以及本征态(2-8)式和(2-12)式可以得到 

|⟨𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 0|𝑣𝑧|𝑘𝑥′, 𝑘𝑧′, 0⟩|2 = 𝑣𝐹
2𝛿𝑘𝑥,𝑘𝑥′𝛿𝑘𝑧,𝑘𝑧′ 

|⟨𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 0|𝑣𝑧|𝑘𝑥
′ , 𝑘𝑧

′ , 𝑛 ±⟩|2 = 0 (2-51) 

以及 

|⟨𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 𝑛 +|𝑣𝑧|𝑘𝑥
′ , 𝑘𝑧

′ , 𝑛′ −⟩|2 = 𝑣𝐹
2(sin 𝜃𝑘𝑧,𝑛)

2
𝛿𝑛,𝑛′𝛿𝑘𝑥,𝑘𝑥′𝛿𝑘𝑧,𝑘𝑧′ 

|⟨𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 𝑛 +|𝑣𝑧|𝑘𝑥
′ , 𝑘𝑧

′ , 𝑛′ +⟩|2 = 𝑣𝐹
2(cos 𝜃𝑘𝑧,𝑛)

2
𝛿𝑛,𝑛′𝛿𝑘𝑥,𝑘𝑥′𝛿𝑘𝑧,𝑘𝑧′ 

|⟨𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 𝑛 −|𝑣𝑧|𝑘𝑥
′ , 𝑘𝑧

′ , 𝑛′ −⟩|2 = 𝑣𝐹
2(cos 𝜃𝑘𝑧,𝑛)

2
𝛿𝑛,𝑛′𝛿𝑘𝑥,𝑘𝑥′𝛿𝑘𝑧,𝑘𝑧′ (2-52) 

这里的𝛿𝑘𝑥,𝑘𝑥′为克罗内克 δ 函数（Kronecker δ function）。无质量狄拉克粒子的纵向

磁电阻率即为 

Re[𝜎𝑧𝑧] =
𝜋ℏ𝑒2𝑣𝐹

2

𝑉
∑ {[𝐴𝑘𝑧,0

(𝐸𝐹)]
2

𝑘𝑥,𝑘𝑧

 

+∑[(cos 𝜃𝑘𝑧,𝑛)
2
𝐴𝑘𝑧,𝑛+(𝐸𝐹)𝐴𝑘𝑧,𝑛+(𝐸𝐹)

𝑛

 

+(cos 𝜃𝑘𝑧,𝑛)
2
𝐴𝑘𝑧,𝑛−(𝐸𝐹)𝐴𝑘𝑧,𝑛−(𝐸𝐹) 

+2(sin 𝜃𝑘𝑧,𝑛)
2
𝐴𝑘𝑧,𝑛+(𝐸𝐹)𝐴𝑘𝑧,𝑛−(𝐸𝐹)]} (2-53) 

根据上一节中格林函数和谱函数的定义，可以得到上式中谱函数的表达式为 

𝐴𝑘𝑧,𝑏
(𝐸𝐹) = −

1

𝜋

Im[Σ𝑘𝑧,𝑏
R ]

(𝐸𝐹 − 𝐸𝑘𝑧,𝑏 − Re[Σ𝑘𝑧,𝑏
R ])

2
+ (Im[Σ𝑘𝑧,𝑏

R ])
2 (2-54) 

其中𝑏代表能带指标（𝑛 ±或0）。对于自能的实部Re[Σ𝑘𝑧,𝑏
R ]，通常认为其作用相当于

改变了费米能量𝐸𝐹的大小，因此在计算中通常被忽略不计。而自能的虚部Im[Σ𝑘𝑧,𝑏
R ]

作用为给洛伦兹分布（也叫柯西-洛伦兹分布）函数型的谱函数在动量和能量空间

带来了一定大小的分布宽度，体现在能带图上即为有限大小的带宽。如果将谱函数

中自能的虚部近似为常数−Γ（注意自能的虚部总是负值，因此下文中的Γ表示其绝

对值的大小），能带图中的各条能带将拥有大小相同的带宽。图 2-4 中(a)、(b)、(c)

分别为Γ取 2.5 meV、5 meV 和 10 meV 时，由谱函数表达式得到的能带图。可以看

到，随着Γ取值变大，谱函数的洛伦兹分布宽度不断变大，能带趋向弥散到整个动
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量-能量空间。而当Γ趋于零时，谱函数将变为洛伦兹型的 δ 函数，此时由谱函数得

到的能带图将与通过能谱表达式(2-7)式和(2-11)式所直接画出的能带图一致，即没

有杂质、没有其他相互作用时理想系统的能带。由在谱函数中可以考虑杂质以及相

互作用，因此由谱函数得到的能带图是可以和实验中角分辨光电子能谱仪（见第一

章）所测量的能带图直接对应的。 

在磁电阻率的表达式(2-53)式中，对量子数𝑘𝑥和𝑘𝑧的求和可以转化为 

1

𝑉
∑  

𝑘𝑥,𝑘𝑧

= 𝑁𝐿 ∫
𝑑𝑘𝑧

2𝜋
(2-55) 

其中𝑘𝑧的求和变为了积分，而剩余部分为 

1

𝐿𝑥𝐿𝑦
∑ 

𝑘𝑥

=
1

𝐿𝑦
∫

𝑑𝑘𝑥

2𝜋

𝑒𝐵𝐿𝑦/ℏ

0

 

= 𝑁𝐿 (2-56) 

至此，将谱函数代入(2-53)式后，对𝑘𝑧积分并对𝑛求和即可得到纵向磁电导率。

取自能的虚部为常数并固定费米能量后，数值计算可得纵向磁电导率如图 2-5 (a)

所示。无质量狄拉克粒子的总电导率由图 2-5 (a)中的黑色实线所表示，蓝色虚线和

 

图 2-4 由谱函数得到的能带图。(a)、(b)、(c)分别为自能虚部大小Γ取 2.5 meV、5 meV 和 10 

meV 时的图像。费米速度𝑣𝐹取为 5×105m/s。 

Fig. 2-4 Band structure found from the spectral function. (a), (b), and (c) are band structures when 

the imaginary part of the self-energy Γ takes 2.5 meV, 5 meV, and 10 meV, respectively. The Fermi 

velocity 𝑣𝐹 is taken as 5×105m/s. 
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红色虚线分别对应(2-53)式中第一项和第二项的贡献。可见纵向磁电导中的振荡完

全由费米能量切过𝐸𝑘𝑧,𝑛+能带而产生，而𝐸𝑘𝑧,0能带对磁电导率的贡献和磁场强度𝐵

呈正比。随着磁场强度增强，费米能量切过的能带越来越少，最终系统进入量子极

限区域：电导率停止振荡且仅剩下𝐸𝑘𝑧,0能带的贡献。此外，所有的𝐸𝑘𝑧,𝑛−能带全部

位于所取费米能量下方，即被完全填充，相应的谱函数在费米能量处的取值趋近于

零。因此(2-53)式中包含𝐸𝑘𝑧,𝑛−的后两项对纵向磁电导的贡献可以忽略不计（如图中

的棕色和黄色虚线所示）。 

纵向磁电阻率可以通过关系式𝜌𝑧𝑧 = 1/𝜎𝑧𝑧得到，如图 2-5 (b)所示。从(2-45)式

到(2-53)式的推导过程中是没有任何近似的，因此(2-53)式对于上一节中所描述的

三个磁场区间均成立。从图 2-5 (b)中可以看到，当磁场强度较小时，纵向磁电阻率

随磁场强度增大而减小，即无质量狄拉克粒子拥有本征的负磁电阻效应。随磁场强

度的增大，尤其是当费米能量切过能量最低的几个𝐸𝑘𝑧,𝑛+能带时，纵向磁电阻率将

会在较大的磁场强度范围内振荡变化。 

 

图 2-5 无质量狄拉克粒子的纵向磁电导率和磁电阻率。(a)纵向磁电导率。黑色实线为总电导

率，不同颜色的虚线分别代表来自(2-53)式中各项的贡献。(b)磁电阻率。插图为磁电阻率在

磁场强度为 2 T 到 4 T 区间的放大图。在数值计算中，费米速度𝑣𝐹取值为 5×105m/s，费米波

矢𝑘𝐹取值为 0.3 nm-1（即对应费米能量为 0.099 eV），自能虚部大小Γ取为 5 meV。 

Fig. 2-5 Longitudinal magnetoconductivity and magnetoresistance of the massless Dirac particle. (a) 

Longitudinal magnetoconductivity. The solid black line represents the total conductivity, and dash 

lines of different colors denote contributions from different terms in equation (2-53). (b) Logitudinal 

magnetoresistance. The inset is a magnified view when the magnetic-field strength is in the range of 

2 T to 4 T. In the numerical calculation, the Fermi velocity 𝑣𝐹 is taken as 5×105m/s; the Fermi 

wavevector 𝑘𝐹 is taken as 0.3 nm-1 (the corresponding Fermi energy is 0.099eV); the imaginary 

part of the self-energy Γ is taken as 5 meV. 
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2.4.2 横向磁电阻 

由于系统的哈密顿量𝐻(𝒌 + 𝑒𝑨/ℏ)在垂直于磁场方向的平面内各向同性，因此

有横向磁电阻率𝜌𝑥𝑥 = 𝜌𝑦𝑦，且 

𝜌𝑥𝑥 =
𝜎𝑥𝑥

𝜎𝑥𝑥
2 + 𝜎𝑥𝑦

2
(2-57) 

接下来将分别计算无质量狄拉克粒子的横向磁电导率和霍尔电导率，之后再由上

式给出相应的横向磁电阻率。 

同样从(2-45)式出发，磁场中无质量狄拉克粒子在𝑥⃗方向的速度算符为 

𝑣𝑥 =
1

ℏ

𝜕𝐻(𝒌 + 𝑒𝑨/ℏ)

𝜕 (𝑘𝑥 −
𝑒𝐵𝑦
ℏ

)
 

= 𝑣𝐹𝜎𝑥 (2-58) 

同之前纵向磁电导率计算过程相似，结合本征态(2-8)式和(2-12)式可以得到 

|⟨𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 0|𝑣𝑥|𝑘𝑥′, 𝑘𝑧′, 0⟩|2 = 0 

|⟨𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 0|𝑣𝑥|𝑘𝑥
′ , 𝑘𝑧

′ , 𝑛 +⟩|2 = 𝑣𝐹
2 (cos

𝜃𝑘𝑧,𝑛

2
)
2

𝛿0,𝑛−1𝛿𝑘𝑥,𝑘𝑥′𝛿𝑘𝑧,𝑘𝑧′ 

|⟨𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 0|𝑣𝑥|𝑘𝑥
′ , 𝑘𝑧

′ , 𝑛 −⟩|2 = 𝑣𝐹
2 (sin

𝜃𝑘𝑧,𝑛

2
)
2

𝛿0,𝑛−1𝛿𝑘𝑥,𝑘𝑥′𝛿𝑘𝑧,𝑘𝑧′ (2-59) 

以及 

|⟨𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 𝑛 +|𝑣𝑥|𝑘𝑥
′ , 𝑘𝑧

′ , 𝑛′ +⟩|2 

= 𝑣𝐹
2𝛿𝑘𝑥,𝑘𝑥′𝛿𝑘𝑧,𝑘𝑧′ [(cos

𝜃𝑘𝑧,𝑛

2
sin

𝜃𝑘𝑧,𝑛
′

2
)

2

𝛿𝑛−1,𝑛′  

+(sin
𝜃𝑘𝑧,𝑛

2
cos

𝜃𝑘𝑧,𝑛
′

2
)

2

𝛿𝑛,𝑛′−1] (2-60) 

这里并未将|⟨𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 𝑛 −|𝑣𝑥|𝑘𝑥
′ , 𝑘𝑧

′ , 𝑛′ −⟩|2以及|⟨𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 𝑛 −|𝑣𝑥|𝑘𝑥
′ , 𝑘𝑧

′ , 𝑛′ +⟩|2等全部

列出，因为在推导这些式子过程中仅涉及到矩阵乘法等基础运算，且在(2-60)式中

cos
𝜃𝑘𝑧,𝑛

2
和sin

𝜃𝑘𝑧,𝑛

2
均来自⟨𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 𝑛 +|，而cos

𝜃
𝑘𝑧,𝑛′

2
和sin

𝜃
𝑘𝑧,𝑛′

2
均来自|𝑘𝑥

′ , 𝑘𝑧
′ , 𝑛′ +⟩；观

察(2-8)式会发现其余各项可以通过替换(2-60)式中对应的 cos 函数和 sin 函数写出。

与纵向磁电导率的情况不同，由于计算过程中克罗内克 δ 函数的缘故，(2-53)式中

每一项中都有相同的朗道能带指标，而在这里克罗内克 δ 函数要求横向磁电导率

中每一项中的两个朗道能带指标差值为 1。 

将(2-59)式和(2-60)式代入到(2-45)式化简后即可得到无质量狄拉克粒子的横

向磁电阻率表达式为 
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Re[𝜎𝑥𝑥] =
2𝜋ℏ𝑒2𝑣𝐹

2

𝑉
∑ {(cos

𝜃𝑘𝑧,1

2
)
2

𝐴𝑘𝑧,1+(𝐸𝐹)𝐴𝑘𝑧,0
(𝐸𝐹)

𝑘𝑥,𝑘𝑧

 

+(sin
𝜃𝑘𝑧,1

2
)
2

𝐴𝑘𝑧,1−(𝐸𝐹)𝐴𝑘𝑧,0
(𝐸𝐹) 

+∑[(cos
𝜃𝑘𝑧,𝑛

2
sin

𝜃𝑘𝑧,𝑛−1

2
)
2

𝐴𝑘𝑧,𝑛+(𝐸𝐹)𝐴𝑘𝑧,(𝑛−1)+(𝐸𝐹)

𝑛≥2

 

+(sin
𝜃𝑘𝑧,𝑛

2
cos

𝜃𝑘𝑧,𝑛−1

2
)
2

𝐴𝑘𝑧,𝑛−(𝐸𝐹)𝐴𝑘𝑧,(𝑛−1)−(𝐸𝐹) 

+(cos
𝜃𝑘𝑧,𝑛

2
cos

𝜃𝑘𝑧,𝑛−1

2
)

2

𝐴𝑘𝑧,𝑛+(𝐸𝐹)𝐴𝑘𝑧,(𝑛−1)−(𝐸𝐹) 

+(sin
𝜃𝑘𝑧,𝑛

2
sin

𝜃𝑘𝑧,𝑛−1

2
)
2

𝐴𝑘𝑧,𝑛−(𝐸𝐹)𝐴𝑘𝑧,(𝑛−1)+(𝐸𝐹) (2-61) 

对于霍尔电阻，𝑦⃗方向的速度算符为 

𝑣𝑦 =
1

ℏ

𝜕𝐻(𝒌 + 𝑒𝑨/ℏ)

𝜕𝑘𝑦
 

= 𝑣𝐹𝜎𝑦 (2-62) 

计算可得 

Im⟨𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 𝑛 +|𝑣𝑥|𝑘𝑥
′ , 𝑘𝑧

′ , 𝑛′ +⟩⟨𝑘𝑥
′ , 𝑘𝑧

′ , 𝑛′ +|𝑣𝑦|𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 𝑛 +⟩ 

= 𝑣𝐹
2𝛿𝑘𝑥,𝑘𝑥′𝛿𝑘𝑧,𝑘𝑧′ [(cos

𝜃𝑘𝑧,𝑛

2
sin

𝜃𝑘𝑧,𝑛
′

2
)

2

𝛿𝑛−1,𝑛′  

−(sin
𝜃𝑘𝑧,𝑛

2
cos

𝜃𝑘𝑧,𝑛
′

2
)

2

𝛿𝑛,𝑛′−1] (2-63) 

上式与(2-60)式相比仅第二项的符号不同（来源于𝜎𝑥和𝜎𝑦两个矩阵右上角矩阵元的

符号差）。通过观察可以发现：将上式中 cos 函数和 sin 函数互换即可得到

Im⟨𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 𝑛 −|𝑣𝑥|𝑘𝑥
′ , 𝑘𝑧

′ , 𝑛′ −⟩⟨𝑘𝑥
′ , 𝑘𝑧

′ , 𝑛′ −|𝑣𝑦|𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 𝑛 −⟩，同样通过替换 cos 函数和

sin 函数的方法可以得到其他项。其中而将|𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 𝑛 −⟩替换|𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 0⟩时，替换规则

为 

cos
𝜃𝑘𝑧,𝑛

2
→ 0 

sin
𝜃𝑘𝑧,𝑛

2
→ 1 (2-64) 

通过对(2-63)式替换可以得到另外 8 项表达式，即(2-49)式中对能带指标𝑛 +、𝑛 −、

0的求和一共 9 项，将其全部代入(2-49)式后即可得到霍尔电导率的表达式。经过

化简后整理后可以写为 
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Re[𝜎𝑥𝑦] =
2ℏ𝑒2𝑣𝐹

2

𝑉
∑ {(cos

𝜃𝑘𝑧,1

2
)
2 𝑛𝐹(𝐸𝑘𝑧,1+) − 𝑛𝐹(𝐸𝑘𝑧,0)

(𝐸𝑘𝑧,1+ − 𝐸𝑘𝑧,0)
2

𝑘𝑥,𝑘𝑧

 

+(sin
𝜃𝑘𝑧,1

2
)
2 𝑛𝐹(𝐸𝑘𝑧,1−) − 𝑛𝐹(𝐸𝑘𝑧,0)

(𝐸𝑘𝑧,1− − 𝐸𝑘𝑧,0)
2  

+∑ [(cos
𝜃𝑘𝑧,𝑛

2
sin

𝜃𝑘𝑧,𝑛−1

2
)
2 𝑛𝐹(𝐸𝑘𝑧,𝑛+) − 𝑛𝐹(𝐸𝑘𝑧,(𝑛−1)+)

(𝐸𝑘𝑧,𝑛+ − 𝐸𝑘𝑧,(𝑛−1)+)
2

𝑛≥2

 

+(sin
𝜃𝑘𝑧,𝑛

2
cos

𝜃𝑘𝑧,𝑛−1

2
)
2 𝑛𝐹(𝐸𝑘𝑧,𝑛−) − 𝑛𝐹(𝐸𝑘𝑧,(𝑛−1)−)

(𝐸𝑘𝑧,𝑛− − 𝐸𝑘𝑧,(𝑛−1)−)
2  

+(cos
𝜃𝑘𝑧,𝑛

2
cos

𝜃𝑘𝑧,𝑛−1

2
)
2 𝑛𝐹(𝐸𝑘𝑧,𝑛+) − 𝑛𝐹(𝐸𝑘𝑧,(𝑛−1)−)

(𝐸𝑘𝑧,𝑛+ − 𝐸𝑘𝑧,(𝑛−1)−)
2  

+(sin
𝜃𝑘𝑧,𝑛

2
sin

𝜃𝑘𝑧,𝑛−1

2
)

2 𝑛𝐹(𝐸𝑘𝑧,𝑛−) − 𝑛𝐹(𝐸𝑘𝑧,(𝑛−1)+)

(𝐸𝑘𝑧,𝑛− − 𝐸𝑘𝑧,(𝑛−1)+)
2 (2-65) 

与(2-61)式对比可以发现霍尔电导率的表达式和纵向电导率表达式十分相似，它们

中的每一项相互对应，主要不同为(2-61)式中出现的是两个谱函数的乘积，而(2-65)

式中出现的为分布函数和本征能量表达式。 

通过对𝑘𝑧进行数值积分，(2-61)式和(2-65)式的计算结果以及通过(2-57)式得到

的横向磁电阻率如图 2-6 所示。由图 2-6 (a)可见横向磁电导率主要来自于(2-61)式

中第一项和第三项的贡献（分别为图中的蓝色和红色虚线），而其余各项的贡献可

以忽略不计（图中的棕色、黄色、紫红色和青色虚线）。可见横向磁电导率和纵向

磁电导率都是主要由费米能量附近的态贡献。但横向磁电导率随磁场强度的增强

而迅速下降。图 2-6 (b)中的霍尔电导率虽然也主要由表达式(2-65)式中的第一项和

第三项的贡献（分别为图中的蓝色和红色虚线），但(2-65)式中的第五项和第六项的

大小也不能忽略（分别为图中的紫红色和黄色虚线），且第六项的符号与其他各项

相反。总的来说，霍尔电导率大小的绝对值也会随磁场强度的增强而降低。由于在

计算中取了零温近似，即分布函数变为阶梯函数形式，因此图 2-6 (b)中的曲线变化

十分尖锐。图 2-6 (c)为无质量狄拉克粒子的横向磁电阻率，和纵向磁电阻率不同，

它随磁场强度的增大而增大。此外，在图 2-6 (c)的数值计算中，原本曲线的尖锐变

化被通过取霍尔电导率中的分布函数的𝑘𝐵𝑇 = 1 meV 抹平了（和零温近似相比并

未造成其他任何变化）。 
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2.4.3 电阻量子振荡的频率和相位 

SdH 振荡是电阻随磁场强度倒数的周期性振荡现象，它的振荡行为可以被

Lifshitz-Kosevich 公式描述[161]，即 

cos [2𝜋 (
𝐹

𝐵
+ 𝜑)] (2-66) 

其中𝐹为振荡频率，𝜑 = ±(𝛾 + 𝛿)为振荡相位，+和−分别对应着空穴型和电子型载

流子。对于二维系统，𝛿为零；对于三维系统，𝛿 = 1/8。而𝛾的值为 

𝛾 =
1

2
−

𝜙𝐵

2𝜋
(2-67) 

其中𝜙𝐵为粒子运动一周后获得的贝利相位。表 2-1 列出了根据 Lifshitz-Kosevich 公

 

图 2-6 无质量狄拉克粒子的横向磁电导率、霍尔电导率以及横向磁电阻率。(a)和(b)分别为横

向磁电导率和霍尔电导率。黑色实线为总电导率，不同颜色的虚线为电导率表达式中各项的

贡献。(c)横向磁电阻率。在数值计算中使用的参数与图 2-5 中一致。 

Fig. 2-6 Transverse magnetoconductivity, Hall conductivity, and transverse magnetoresistivity of the 

massless Dirac particle. (a) and (b) are transverse magnetoconductivity and Hall conductivity, 

respectively. The solid black lines represent the total conductivity, and the dash lines of different 

colors denote contributions from different terms in the conductivity expressions. (c) Transverse 

magnetoresistivity. The parameters used in the numerical calculations are the same as those in Fig. 2-

5. 
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式得到的各种系统中的振荡相位。注意，𝜑 = 3/8和−5/8是等价的，因为它们之间

相差了一个周期，即 

3

8
⋅ 2𝜋 = −

5

8
⋅ 2𝜋 + 2𝜋 (2-68) 

对于磁电阻的 SdH 振荡频率，它可以由 Onsager 关系给出[161]，即 

𝐹 =
ℏ

2𝜋𝑒
𝐴 (2-69) 

此处的𝐴为与施加磁场方向垂直的最大费米面面积（这里的费米面指的是未加磁场

时的）。 

在实验测量中，磁电阻的振荡频率和相位是通过提取出数据中振荡峰值的磁

场强度后，通过线性拟合得到的。整个过程共分为三步：首先第一步需要提取出振

荡周期的大概值，它可以直接用两个相邻振荡峰值对应的磁场强度倒数𝐵−1相减得

到；第二步，对每一个振荡峰分配一个整数的振荡指标𝑛，它可以通过峰对应的𝐵−1

除以振荡周期的大概值得到；第三步，对提取出所有振荡峰值对应的𝐵−1以及其被

分配的振荡指标𝑛做线性拟合。根据(2-66)式的振荡特征可得线性拟合公式为 

𝑦 = 𝑎 + 𝑘𝑥 (2-70) 

其中𝑥即为振荡指标𝑛，而𝑦为磁场强度的倒数𝐵−1。因此𝑘为振荡周期，而(2-66)式

中的频率𝐹和相位𝜑分别为1/𝑘和−𝑎/𝑘。 

上述的振荡指标𝑛和朗道能带指标是相似的，但由于相位𝜑的存在，它们的值

并不一定一一对应。如果将整数𝑛分配给振荡谷值，和分配给峰值相比，线性拟合

后得到的相位有𝜋的偏移。此外，在数值计算中，𝑛是可以通过在相应磁场强度时

费米能量所切过的能带底端的相应朗道指标来给出的。 

这里用上一小节得到的纵向磁电阻来研究 SdH 振荡。纵向磁电阻率随磁场强

度倒数变化的曲线如图 2-7 (a)所示，其中图中的红色圆点标记为振荡峰值位置。图

2-7 (b)为振荡指标𝑛与磁场强度倒数的线性拟合，拟合直线的斜率即为振荡周期，

它与横轴的截距即为振荡相位。拟合直线的表达式为 

𝑦 = −0.00220 + 0.03383𝑥 (2-71) 

表 2-1 由 Lifshitz-Kosevich 公式得到的不同系统中的电阻振荡相位 

Table 2-1 Phase shift of different systems found by Lifshitz-Kosevich formula 

 零贝利相位 π 贝利相位 

二维系统 ±
1

2
 0 

三维系统 ±
5

8
 ±

1

8
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结合(2-3)式与(2-69)式，通过 Onsager 关系可以得到，在无质量狄拉克系统中

的振荡频率为 

𝐹 =
𝐸𝐹

2

2𝑒ℏ𝑣𝐹
2 (2-72) 

将计算中所用的参数（𝐸𝐹 = 0.099  eV, ℏ𝑣𝐹 = 0.330  eV nm）代入即可得1/𝐹 ≈

0.03377 T，这与线性拟合结果(2-71)式一致。 

对于磁电阻量子振荡的相位，自能虚部大小Γ会对线性拟合提取出的值造成一

定的影响。图 2-8 (a)为取不同Γ时振荡峰值的线性拟合直线与横轴的截距图。可以

看到，当Γ趋近于零时，振荡相位（即图中直线与横轴的截距）趋近于零，即对于

无质量狄拉克粒子，其本征的振荡相位为零。自能虚部大小对提取出相位的影响可

以由图 2-8 (b)和(c)解释。当Γ十分小时，磁电阻振荡剧烈且振荡峰尖锐，即图 2-8 

(b)所示情况。但Γ变大时，量子振荡幅度变小且振荡峰变平滑，如图 2-8 (c)。在图

2-8 (c)中磁电阻率的峰值位置相比图 2-8 (b)向磁场强度倒数1/𝐵减小方向偏移，因

此当Γ从 0.5 meV 增大到 3 meV 时，在图 2-8 (a)中的体现即为拟合直线向下平移，

截距变大（相位变大）。然而这种振荡峰的偏移对线性拟合提取出的振荡周期几乎

毫无影响：图 2-8 (a)中五条直线相互平行（五条直线的斜率最小为 0.03374，最大

 

图 2-7 纵向磁电阻的量子振荡。(a)纵向磁电阻率随磁场强度倒数的振荡。红色圆点为振荡峰

值。(b)振荡峰值处磁场强度的线性拟合。其中红色圆点与(a)中红色圆点一一对应，虚线为线

性拟合直线。插图为坐标零点附近的放大图。数值计算中，自能虚部大小Γ取为 1 meV，其余

参数与图 2-5 中一致。 

Fig. 2-7 Quantum oscillation of the longitudinal magnetoresistance. (a) Oscillation of the 

longitudinal magnetoresistivity as a function of the inverse of magnetic field strength. The red dots 

denote peaks of the oscillation. (b) Linear fitting of the peak-position magnetic field strength of the 

oscillation. The red dots are in one-to-one correspondence with the red dots in (a), and the dashed 

line is the linear fitting. The inset is a magnified view near the zero point of the axis. In the 

numerical calculation, the imaginary part of the self-energy Γ is taken as 1 meV, and other 

parameters are the same as those in Fig. 2-5. 
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为 0.03391）。此外，当Γ增大时，由于振荡幅度变小，相比之下非振荡部分的磁电

阻对磁电阻的总值影响变大，可以看到图 2-8 (c)中磁电阻率曲线相比图 2-8 (b)中

的曲线有随1/𝐵增大而上升的趋势。当Γ进一步增大时，磁电阻率的振荡会衰弱到

无法提取其频率和相位。 

通过这里对于量子振荡的研究可以发现在实验中很难得到振荡相位的精确值。

首先，计算表明系统的能带展宽可以给相位带来高达到𝜋/4的改变（这个值并不会

更大，因为更大的能带展宽会使振荡消失）。能带展宽以及非振荡部分的磁电阻会

对振荡峰形状带来微弱的改变，虽然这对振荡频率几乎没有影响，但足以改变相位

的大小。在实验中使用的不同测量样品的能带展宽大小是不同的。此外，在实验测

量中需要先将振荡部分的磁电阻提取出来再提取其振荡相位，这个过程中也会有

一定的误差产生。因此，从实际应用角度讲，相位为零或𝜋是可以区分的，但很难

得到精准的相位值。 

 

图 2-8 自能虚部的大小Γ对线性拟合提取出的磁电阻振荡相位的影响。(a)不同Γ时线性拟合得

到的直线与横轴的截距图。从蓝线到红线的Γ取值分别为 3 meV、1 meV、0.7 meV、0.5 

meV。(b)和(c)分别为Γ取 0.5 meV 和 3 meV 时纵向磁电阻率随磁场强度倒数的振荡曲线。在

数值计算中，除了Γ的值外，其余参数均与图 2-5 中一致。 

Fig. 2-8 The effect of the self-energy’s imaginary part magnitude Γ on the magnetoresistance-

oscillation phase extracted by linear fitting. (a) The intercept plot of the horizontal axis and the linear 

fitting lines obtained at different Γ. The values of Γ from the blue line to the red line are 3 meV, 1 

meV, 0.7 meV, and 0.5 meV, respectively. (b) and (c) are the oscillation curves of the longitudinal 

magnetoresistivity as a function of the inverse of magnetic field strength when Γ is taken as 0.5 

meV and 3 meV, respectively. In the numerical calculation, except for values of Γ, other parameters 

are the same as those in Fig. 2-5.  
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2.5 量子极限区域的磁电阻 

在前面的计算中，费米能量𝐸𝐹被取为了固定值，而在输运性质的实验测量中，

三维系统的费米能量一般是随磁场变化的，固定不变的为系统内的载流子浓度𝑛0。

费米能量和载流子浓度的关系为 

𝑛0 =
1

𝑉
∑𝑛𝐹(𝐸𝑢)

𝑢

(2-73) 

其中𝑛𝐹(𝐸)为前文中出现过的费米-狄拉克分布函数。对于无质量狄拉克粒子，其载

流子浓度𝑛0为电子占据态和空穴占据态的浓度差值。当载流子类型为电子型时，其

载流子浓度的表达式即为 

𝑛0 =
1

𝑉
∑ [𝑛𝐹(𝐸𝑘𝑧,0)Θ(𝐸𝑘𝑧,0) + ∑𝑛𝐹(𝐸𝑘𝑧,𝑛+)

𝑛

]

𝑘𝑥,𝑘𝑧

(2-74) 

其中Θ(𝐸)为阶跃函数。图 2-9 为载流子浓度为 4.56×1017 cm-3（对应无磁场时系统

费米能量为 0.099 eV）时费米能量随磁场的变化图像。进入量子极限的临界磁场强

度由(2-15)式计算可得𝐵𝑐 ≈35.87 T。由图 2-9 可见在半经典区间和量子振荡区间费

米能量的变化幅度十分小，但在量子极限区间费米能量随磁场强度增强而迅速下

降。因此，在计算半经典区间和量子振荡区间的磁电阻时取固定大小的费米能量是

合理的。但计算量子极限区间的磁电阻时，必须考虑费米能量的变化。 

 

图 2-9 固定载流子浓度时费米能量随磁场变化图像。图中黑色竖线为系统进入量子极限时的

临界磁场强度𝐵𝑐的分界线。数值计算中𝑘𝐵𝑇取为 1 meV（在这里，有限大小的温度仅会平滑

尖锐的振荡峰，不会造成包括数值大小在内的任何其他变化）。 

Fig. 2-9 Fermi energy as a function of the magnetic field strength when the carrier concentration is 

fixed. The black vertical line in the figure is the dividing line of the critical magnetic field 𝐵𝑐 when 

the system enters the quantum limit. 𝑘𝐵𝑇 is taken as 1 meV in the numerical calculation (The finite 

temperature only smooths out the sharp oscillation peaks here without causing any other changes, 

inducing the magnitude). 
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根据上一节的计算，可以得到量子极限区间的纵向磁电导率表达式可以近似

为 

Re[𝜎𝑧𝑧] ≈
𝜋ℏ𝑒2𝑣𝐹

2

𝑉
∑ [𝐴𝑘𝑧,0

(𝐸𝐹)]
2

𝑘𝑥,𝑘𝑧

(2-75) 

取谱函数平方的主导项𝐺𝑘𝑧,0
𝑅 𝐺𝑘𝑧,0

𝐴 /(2𝜋2)，并做以下近似 

𝐺𝑘𝑧,0
𝑅 𝐺𝑘𝑧,0

𝐴

(2𝜋2)
≈

𝜏𝑘𝑧,0
(𝐸𝐹)

𝜋ℏ
𝛿(𝐸𝐹 − 𝐸𝑘𝑧,0) (2-76) 

其中𝜏𝑘𝑧,0
(𝐸𝐹)为位于费米能量处的态|𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 0⟩的散射时间（scattering time），其定

义为 

ℏ

2𝜏𝑘𝑧,0
(𝐸𝐹)

= − Im[𝛴𝑘𝑧,0
𝑅 ] (2-77) 

当自能虚部取常数−Γ时，式(2-75)的结果即为 

Re[𝜎𝑧𝑧] =
𝑒2

ℎ
⋅ 𝑁𝐿𝑣𝐹𝜏𝑘𝐹,0(𝐸𝐹) 

=
𝑒2

ℎ
⋅

ℏ

2Γ
𝑁𝐿𝑣𝐹 (2-78) 

这是一个十分重要的结果。首先，它表明在量子极限下，无质量狄拉克粒子的纵向

电导率（以及纵向磁电阻）是和费米能量或载流子浓度无关的。这种特性来源于无

质量狄拉克粒子最低朗道能带𝐸𝑘𝑧,0线性依赖于动量𝑘𝑧，进而导致了在不同能量处

的速度𝜕𝐸𝑘𝑧,0/(ℏ𝜕𝑘𝑧)均为常数𝑣𝐹，因此最低朗道能带贡献的纵向电导对费米能量

没有任何依赖关系。 

在材料的电阻研究中，对杂质的处理十分关键。在(2-78)式的推导中，可以看

到纵向磁电导率是正比于散射时间𝜏𝑘𝐹,0(𝐸𝐹)的。而散射时间（或说自能虚部）的主

要贡献往往来自于系统内的杂质。在久保公式计算电导的理论框架中，可以用费曼

图的方法来考虑杂质的影响[112]。在 2.3 节的流流关联函数费曼图（图 2-3）中，两

个格林函数（带箭头的线段）的自能虚部如果取常数并使其趋于零，得到的电导率

即为系统本征的贡献。做杂质平均处理后，会得到流流关联函数的一系列费曼图。

这些费曼图可以分为两大类：第一类为杂质平均的效果分别独立在流流关联函数

中的两个格林函数上，如图 2-10 (a)所示；第二类为有存在于两个格林函数之间杂

质平均效果的费曼图；其中第二类费曼图中还包括两个格林函数之间的杂质平均

效果是相互独立的或是相互关联的两种，如图 2-10 (b)和(c)所示。在考虑杂质影响

的理论计算中，如果仅考虑第一类费曼图，则计算杂质效应的自能后求出相应的散

射时间𝜏𝑘𝐹,0(𝐸𝐹)，并用其替换掉(2-78)式中的ℏ/2Γ即可。杂质的不同势能类型将会

导致量子极限下磁电阻对磁场强度的依赖关系不同。但是在计算杂质对电导的影
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响时，需要检查在第一类费曼图的基础上继续考虑第二类费曼图对结果影响的大

小。将第二类费曼图中所有的非关联的杂质效应图全部考虑到电导计算中的技术

被称为顶点修正[112]（vertex correction），它是通过迭代的方法将此类费曼图全部进

行了求和，对应的费曼图如图 2-10 (d)所示。 

对于纵向磁电导，可以用更为便捷的方法来计算顶点修正：包含顶点修正的久

保公式得到的结果相当于在上述计算中将散射时间𝜏𝑘𝐹,0(𝐸𝐹)替换为输运时间

（transport time）𝜏′𝑘𝐹,0(𝐸𝐹)。其计算方法是在计算散射时间的过程中，给各个方向

散射对输运性质的影响分配了不同的权重，即 

ℏ

2𝜏′𝑘𝐹,0(𝐸𝐹)
= 𝜋 ∑ (1 −

𝑣𝑘𝑧
′ ,0

𝑣𝑘𝑧,0
)𝛿(𝐸𝐹 − 𝐸𝑘𝑧

′ ,0)|⟨𝑘𝑥
′ , 𝑘𝑧

′ , 0|𝑉̂|𝑘𝑥, 𝑘𝐹 , 0⟩|
2

𝑘𝑥
′ ,𝑘𝑧

′

(2-79) 

上式是通过联立(2-29)式和(2-77)式后，在求和中添加了权重因子(1 − 𝑣𝑘𝑧
′ ,0/𝑣𝑘𝑧,0)。

其中𝑣𝑘𝑧,0 = 𝜕𝐸𝑘𝑧,0/(ℏ𝜕𝑘𝑧)，即为在最低朗道能带上𝑘𝑧态的速度。由于输运时间和

电导是呈正比的，权重因子表达式的物理意义为：当发生杂质散射的初始态和末态

具有相同速度时，权重因子为零，即此散射不对输运造成影响；而初始态和末态速

度方向相反时，权重因子大于1，即此散射对输运影响较大。 

对于无质量狄拉克粒子的最低朗道能带，在费米面处的态𝑘𝑧均相同，散射只能

 

图 2-10 考虑杂质效应后流流关联函数的费曼图。(a)上半部分和下半部分的格林函数的杂质

平均效应相互独立。(b)杂质平均效应在上半部分和下半部分的格林函数之间，但杂质平均效

应之间相互独立。(c)杂质平均效应在上半部分和下半部分的格林函数之间，且杂质平均效应

之间相互关联。(d)顶点修正所对应的费曼图。 

Fig. 2-10 Feynman diagrams of the current-current correlation function with disorder effect. (a) The 

impurity average effects of the upper-part Green functions and of the lower-part Green functions are 

independent of each other. (b) The impurity average effects are between the upper-part Green 

functions and the lower-part Green functions, but they are independent of each other. (c) The 

impurity average effects are between the upper-part Green functions and the lower-part Green 

functions, and they are correlated. (d) The Feynman diagrams of the vertex correction. 
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发生在不同𝑘𝑥标记的能量简并态中，这些态拥有相同的速度（均为𝑣𝐹），如图 2-11 

(a)所示。因此，在(2-29)式求和中的所有𝑘𝑧
′态的权重因子均为零。这完全不依赖于

杂质势能𝑉̂的具体形式。最终的结果是：在无质量狄拉克粒子中，即使系统中的自

能项为杂质主导，量子极限下的纵向磁电导率仍被(2-78)式所描述，即不依赖于杂

质势能且正比于磁场强度；对应的磁电阻即为随磁场强度增大而减小（和磁场强度

呈反比）。 

这个结果在考虑完整的无质量狄拉克哈密顿量(2-1)式时仍然成立。这是因为：

虽然磁场中(2-1)式在量子极限下有±𝑘𝑧两个态，但它们之间没有耦合，因此两者之

间的态无法相互跃迁，如图 2-11 (b)所示。而对于有质量项的狄拉克粒子，质量项

会将(2-1)式中的两个对角矩阵块耦合在一起，进而两个朗道指标为 0 的能带便会

相互耦合打开能隙，此时量子极限下±𝑘𝑧两个态之间的散射便可以发生，如图 2-11 

(c)所示。因此对于有质量的狄拉克粒子，(2-78)式便不再成立，磁电阻对磁场强度

的依赖关系将由杂质势能𝑉̂的具体形式决定。此外，对于未进入量子极限的无质量

狄拉克粒子，被费米能量切过的、指标大于 0 的朗道能带中的散射行为和图 2-11 

(c)中描述的情况一致，因此也会依赖于杂质势能的具体形式。 

 

图 2-11 量子极限下的𝑘𝐹态散射示意图。(a)由哈密顿量(2-2)式所描述系统中的情况。(b)由哈

密顿量(2-1)式所描述的无质量狄拉克系统中的情况。其中蓝色和紫色两条直线分别表示两条

没有耦合的最低朗道能带。(c)有质量项的狄拉克哈密顿量的情况。红色带箭头线条代表从初

始态到末态的散射。 

Fig. 2-11 Schematic diagrams of the scattering of state 𝑘𝐹 under the quantum limit. (a) Situation in 

the system described by Hamiltonian (2-2). (b) Situation in the massless Dirac system described by 

Hamiltonian (2-1). The blue and purple straight lines represent the two lowest Landau bands without 

coupling. (c) Situation of the massive Dirac Hamiltonian. The arrowed red lines denote the scattering 

from the initial state to the final state. 
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2.6 本章小结 

本章研究了无质量狄拉克系统中的本征磁电阻。主要内容可以分为两部分：首

先，系统地给出了久保公式计算磁电阻的方法，指出了其中的关键近似过程；第二，

计算了本征磁电阻的特性，研究了量子振荡的频率和相位，以及量子极限下杂质作

用对纵向磁电阻的影响。得出的重要结论有两个：（1）对于无质量狄拉克粒子，其

本征量子振荡的相位为零，能带展宽会带来一定大小的相位。（2）在量子极限下，

无质量狄拉克粒子的纵向磁电阻将反比于磁场强度，这个结果不依赖于具体的杂

质势能，且不随费米能量或载流子浓度变化。 

对于量子极限下的纵向磁电阻，虽然其推导过程比较简单，但其重要性需要用

顶点修正来揭示。其不被杂质散射所影响的纵向输运性质来源于量子极限下哈密

顿量(2-2)式中的𝑘𝑧量子数只有一个取值，这和量子反常霍尔效应中的边界态输运

是类似的。而对于无质量狄拉克系统，(2-1)式，在量子极限下，其±𝑘𝑧两个态是没

有耦合的，这和量子自旋霍尔效应中的边界态输运是类似的。但和量子反常/自旋

霍尔效应不同的是最低朗道能带是𝑁𝐿重简并的，杂质散射存在于不同的𝑘𝑥之间。

简并度𝑁𝐿是量子极限下的纵向磁电阻反比于磁场强度的来源。在本章的计算中，

量子极限下的纵向磁电阻耗散的来源于Γ，它是粒子间的相互作用以及其他因素引

入的有限大小的自能虚部。在实际材料中，狄拉克哈密顿量中任何有限大小的质量

项都会破坏上述不被杂质散射所影响的纵向输运性质。因此，这种独特的输运性质

可能很难在材料系统中观察到，但其有望在人工制造的系统中实现并进一步研究

（见第一章 1.2.6 小节）。 
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第 3 章 拓扑半金属中的线性磁电阻 

3.1 引言 

磁电阻通常被用来揭示新型材料的非平庸性质，其中线性磁电阻现象尤其知

名。对于普通材料，其磁电阻会随磁场强度增大呈平方型增长；但在一些拓扑材料

中，磁电阻随磁场强度呈线性增长。在实验测量中，线性磁电阻现象是首先于银硫

族化物中发现的[152]，并在当时引发了广泛的研究关注[137,162]。目前，众多实验研究

陆续在各种材料中被发现了线性磁电阻特性，包括狄拉克和外尔半金属[163–166]、节

线半金属[167,168]、石墨烯[169]、超导材料[170–173]以及磁性拓扑绝缘体[174,175]。 

对于线性磁电阻的起源，目前有多中不同的理论解释。其中 Abrikosov 的量子

磁电阻理论是其中的一个著名代表[137]。量子磁电阻理论是从无质量外尔粒子模型

出发，在量子极限下得到了由屏蔽库伦势能型杂质导致的线性磁电阻。因此在许多

实验测量中，线性磁电阻被当作无能隙锥型能带结构的信号。在后续的理论研究中
[176–179]，Abrikosov 的计算虽然得到了进一步的证实以及推广，但并没有新的量子

线性磁电阻机制被发现。另一个对线性磁电阻的著名解释为 Parish 和 Littlewood 所

提出的随机电阻器网络模型[162,180]（resistor network model）。通过数值模拟磁场中

电阻器网络的电阻，Parish 和 Littlewood 发现系统内部的高度非均匀性将会导致磁

电阻中有来自霍尔效应的贡献。由于霍尔电导与磁场强度呈反比，结合上一章(2-

57)式可见，磁电阻中的霍尔效应的贡献将会导致线性的磁电阻。值得注意的是系

统内部的非均匀性通常是由杂质造成的，且这种电阻器网络模型是一种基于经典

理论的解释，因此其对材料的能带结构等具体性质没有任何依赖。在后续的研究工

作中，电阻器网络模型被从二维推广至三维[181,182]；其与有效介质模型（effective 

medium theory）的等价性得到了证明[183,184]；此外，研究发现载流子浓度的非均匀

性是此模型中线性磁电阻产生的关键因素[185]。除了上述两种解释外，还有在电子

载流子和空穴载流子数目相当的系统（compensated systems）中线性磁阻来源的经

典理论解释[155,156]，以及由杂质作用产生线性磁阻的半经典理论解释[157,158]。 

以上关于线性磁电阻来源的理论解释均集中在线性的横向磁电阻，并没有讨

论对应纵向磁电阻的情况。在实验测量中，一些材料不仅存在线性的横向磁电阻，

而且还有线性的纵向磁电阻[135,167,186,187]。这些线性的纵向磁电阻目前并没有得到

相应的理论解释。另一方面，电子能带结构以及杂质势能对磁电阻的磁场强度依赖

关系尚未被探索。 

本章将系统地研究三维材料中电子能带结构和杂质势能对纵向以及横向磁电

阻的影响。3.2 节将首先介绍在理论研究中杂质处理的方法，并引入几种常用的杂
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质模型。3.3 节将给出外尔和狄拉克半金属的低能模型，并在 3.4 节中计算相应的

杂质自能以及散射时间。3.5 节将先计算在量子极限下各个系统的磁电导率，之后

将分析相应磁电阻对磁场的依赖关系同时给出线性磁电阻出现的条件。最后，3.6

节将对本章内容做总结并加以讨论。 

3.2 理论研究中的杂质处理 

杂质往往对材料系统的输运性质起关键影响。本节将首先推导杂质处理中至

关重要一步，即可观测量的杂质平均，之后将介绍在理论研究中常用的三种杂质模

型。 

3.2.1 杂质平均理论 

杂质平均是一种系综平均（ensemble average），经过杂质平均处理后，系统中

的众多杂质将不会对其空间平移不变性造成影响。以单粒子的格林函数𝐺̂0(𝑖𝜔𝑚)为

例，在引入单个杂质后（即相当于在系统中加入了以某点为中心的势能），包含杂

质作用的格林函数𝐺̂(𝑖𝜔𝑚)可以由原格林函数𝐺̂0(𝑖𝜔𝑚)和杂质势能𝑉̂通过迭代的方

法精确求出（其具体值取决于引入杂质的具体位置和势能）。如果无杂质时的系统

拥有𝒌空间的平移不变性，引入一个杂质后的系统将不再拥有此平移不变性。在𝒌

空间的矩阵表示下，单粒子的格林函数从原本可以用对角矩阵写出的𝐺̂0(𝑖𝜔𝑚)变为

了只能写为非对角矩阵的𝐺̂(𝑖𝜔𝑚)。对于一个拥有𝑁个杂质的系统，任何物理可观测

量的值均依赖于这𝑁个杂质的具体分布位置，即可观测量为杂质分布情况的函数。

而杂质平均是系综平均的一种，它是将对应所有杂质可能分布情况的观测量全部

求出并做平均[159]。因此，杂质平均处理后的物理量对杂质位置没有依赖关系，杂

质平均处理后的系统将保持其原有的𝒌空间平移不变性。 

杂质平均处理的通用数学表达式比较简单，其中没有任何近似过程。系统中杂

质势能的通用表达式为 

𝑉(𝒓) = ∑𝑈(𝒓 − 𝑹𝑖)

𝑁

𝑖

 

= ∑∫
𝑑𝒒

(2𝜋)3
𝑒𝑖𝒒⋅(𝒓−𝑹𝑖)𝑢(𝒒)

𝑁

𝑖

(3-1) 

其中𝑁为杂质数目，𝑹𝑖为第𝑖个杂质在空间中的中心位置。𝑈(𝒓 − 𝑹𝑖)即为单个杂质

势能的函数，其物理意义为：在空间位置𝒓处第𝑖个杂质势能的大小。上式第二行的

函数𝑢(𝒒)为𝑈(𝒓 − 𝑹𝑖)的傅里叶变换。因此，在系统的哈密顿量(2-21)式中，𝑉(𝒓)的

含义即为：在空间𝒓处所有杂质带来的势能大小。对于一个物理观测量𝑂，它是系
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统中所有杂质位置（𝑹1, 𝑹2, 𝑹3, … , 𝑹𝑁）的函数，其杂质平均即为 

⟨𝑂⟩𝑖𝑚𝑝 = (
1

𝑉
)
𝑁

∫∫∫…∫𝑂 𝑑𝑹1𝑑𝑹2𝑑𝑹3 …𝑑𝑹𝑁 (3-2) 

其中𝑉为系统的体积。在上式中，由于坐标可以连续取值因此使用了积分形式，1/𝑉

即为对一个坐标积分的空间平均。可以看到，杂质平均本身并不包含任何近似过程，

它完全是单纯的系综平均。 

在上一章 2.3 节的推导中，需要进行杂质平均的量为格林函数和流流关联函

数。经过杂质平均处理后，可以从格林函数（谱函数）得到杂质对材料能带的影响；

可以从流流关联函数得到杂质对输运性质的影响。从上一章格林函数和流流关联

函数的表达式可以看到，以𝑉̂做展开后的每一项均为不同数目𝑉̂和格林函数乘积的

形式。而杂质的位置（𝑹1, 𝑹2, 𝑹3, … , 𝑹𝑁）信息仅包含在𝑉̂中。因此，无论是格林函

数还是流流关联函数，杂质平均最终都作用在每一项中所有𝑉̂的乘积上。在推导计

算中，可以先将𝑉̂的乘积提取出做杂质平均后再放回去。以格林函数为例，2.3 节

的(2-26)式中，首先需要将杂质势能算符𝑉̂在实空间基下写出其表达式，通过插入

两个∫𝑑𝒓|𝒓⟩⟨𝒓| = 1，可以得到在第二项中， 

⟨𝑢|𝑉̂|𝑢⟩ = ∫ ∫ ⟨𝑢|𝒓⟩⟨𝒓|𝑉̂|𝒓′⟩⟨𝒓′|𝑢⟩𝑑𝒓𝑑𝒓′ 

= ∫ ⟨𝑢|𝒓⟩𝑉(𝒓)⟨𝒓|𝑢⟩𝑑𝒓 (3-3) 

其中 

⟨𝒓|𝑉̂|𝒓′⟩ = 𝑉(𝒓)𝛿(𝒓 − 𝒓′) (3-4) 

这是一个只包含一个𝑉(𝒓)的项，杂质平均即为 

⟨𝑉(𝒓)⟩𝑖𝑚𝑝 = (
1

𝑉
)
𝑁

∫∫…∫∑𝑈(𝒓 − 𝑹𝑖)

𝑁

𝑖

𝑑𝑹1𝑑𝑹2 …𝑑𝑹𝑁 

= ∑
1

𝑉
∫𝑈(𝒓 − 𝑹𝑖)𝑑𝑹𝑖

𝑁

𝑖

(3-5) 

上式中对求和中的每一项进行积分时，对于第𝑖个杂质势能，其表达式𝑈(𝒓 − 𝑹𝑖)并

不包含其他杂质的位置，因此仅留下对𝑹𝑖的积分，其他积分和(1/𝑉)𝑁−1的乘积为1。

将单个杂质势能表达式替换为其傅里叶变化后的形式后，可以得到 

⟨𝑉(𝒓)⟩𝑖𝑚𝑝 =
1

𝑉
∑∫

𝑑𝒒

(2𝜋)3
𝑢(𝒒)𝑒𝑖𝒒⋅𝒓 [∫𝑒−𝑖𝒒⋅𝑹𝑖 𝑑𝑹𝑖]

𝑁

𝑖

 

=
1

𝑉
∑∫

𝑑𝒒

(2𝜋)3
𝑢(𝒒)𝑒𝑖𝒒⋅𝒓 [(2𝜋)3𝛿(𝒒)]

𝑁

𝑖

 

=
𝑁

𝑉
𝑢(0) (3-6) 
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这里𝑁/𝑉即为杂质的浓度𝑛𝑖。由上式可见杂质平均之后含一个𝑉(𝒓)的项的结果为常

数，将其包含到自能中之后即等价于调节了费米能量的大小，因此此项通常忽略不

计。(2-26)式中第三项的杂质势能部分为 

⟨𝑢|𝑉̂|𝑢′⟩⟨𝑢′|𝑉̂|𝑢⟩ = ∫ ∫ ∫ ∫ ⟨𝑢|𝒓⟩⟨𝒓|𝑉̂|𝒓1⟩⟨𝒓1|𝑢
′⟩⟨𝑢′|𝒓2⟩⟨𝒓2|𝑉̂|𝒓′⟩⟨𝒓′|𝑢⟩𝑑𝒓𝑑𝒓1𝑑𝒓2𝑑𝒓′ 

     = ∫ ∫ ⟨𝑢|𝒓1⟩𝑉(𝒓1)⟨𝒓1|𝑢
′⟩⟨𝑢′|𝒓2⟩𝑉(𝒓2)⟨𝒓2|𝑢⟩𝑑𝒓1𝑑𝒓2 (3-7) 

此项即为本论文所考虑到的自能项中的杂质势能。其杂质平均部分为 

⟨𝑉(𝒓1)𝑉(𝒓2)⟩𝑖𝑚𝑝 = (
1

𝑉
)
𝑁

∫∫…∫∑𝑈(𝒓1 − 𝑹𝑖)𝑈(𝒓2 − 𝑹𝑗)

𝑁

𝑖,𝑗

𝑑𝑹1𝑑𝑹2 …𝑑𝑹𝑁 

= ∑(
1

𝑉
)
2

∫∫𝑈(𝒓1 − 𝑹𝑖)𝑈(𝒓2 − 𝑹𝑗)𝑑𝑹𝑖𝑑𝑹𝑗

𝑁

𝑖,𝑗

(3-8) 

上式中包含分别位于𝑹𝑖和𝑹𝑗两处杂质的势能，即𝑖 ≠ 𝑗的情况，有 

∑ ∑(
1

𝑉
)

2

∫∫𝑈(𝒓1 − 𝑹𝑖)𝑈(𝒓2 − 𝑹𝑗)𝑑𝑹𝑖𝑑𝑹𝑗

𝑁

𝑗

𝑁−1

𝑖≠𝑗

= (1 −
1

𝑁
) [

𝑁

𝑉
𝑢(0)]

2

(3-9) 

其推导过程与(3-6)式相似。在实际材料中，杂质的数目𝑁通常是和载流子数目的量

级相当，因此上式中的(1 − 1/𝑁)约为1。对于𝑖 = 𝑗的情况，它的物理意义为在𝒓1和

𝒓2两个位置发生的散射都源于位于𝑹𝑖处的杂质，因此求和符号里面只剩下对位于

𝑹𝑖杂质的平均，即 

∑
1

𝑉
∫𝑈(𝒓1 − 𝑹𝑖)𝑈(𝒓2 − 𝑹𝑖)𝑑𝑹𝑖

𝑁

𝑖

=
𝑁

𝑉
∫

𝑑𝒒

(2𝜋)3
𝑢(𝒒)𝑢(−𝒒)𝑒𝑖𝒒⋅(𝒓1−𝒓2) (3-10) 

因此，⟨𝑉(𝒓1)𝑉(𝒓2)⟩𝑖𝑚𝑝的结果即为(3-9)式和(3-10)式之和。通过同样的方式，可以

进一步计算⟨𝑉(𝒓1)𝑉(𝒓2)𝑉(𝒓3)⟩𝑖𝑚𝑝以及包含更多杂质势能𝑉(𝒓)的项的杂质平均，这

里将不继续进行计算，因为在下文中用到的仅为(3-10)式。在上一章的(2-29)式中，

格林函数的自能只考虑了包含⟨𝑉(𝒓1)𝑉(𝒓2)⟩𝑖𝑚𝑝的项，这是因为在本论文中考虑的

杂质强度十分弱，其中⟨𝑉(𝒓)⟩𝑖𝑚𝑝和⟨𝑉(𝒓1)𝑉(𝒓2)⟩𝑖𝑚𝑝分别为杂质强度的一阶项和二

阶项，而其中的非常数部分全部包含在(3-10)式中。 

3.2.2 杂质模型 

理论计算中，常用的杂质模型有三种，分别为 δ 势能型（δ potential）、高斯势

能型（Gaussian potential）、屏蔽库伦势能型（screened Coulomb potential）。δ 势能

是描述势能集中在某一点的杂质，其表达式为 

𝑈(𝒓 − 𝑹𝑖) = 𝑢0𝛿(𝒓 − 𝑹𝑖) (3-11) 

其中𝑢0为势能的强度，是一个常数的能量。这个函数的傅里叶变换即为 
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𝑢(𝒒) = 𝑢0 (3-12) 

高斯势能通常用来模拟势能有一定分布范围的杂质，其表达式为 

𝑈(𝒓 − 𝑹𝑖) = 𝑢0 (
1

𝑑√2𝜋
)
3

𝑒
−

|𝒓−𝑹𝑖|
2

2𝑑2 (3-13) 

这里𝑑即为势能的衰减长度。上式即描述了杂质势能在位置𝑹𝑖有最大的强度，随着

空间距离远离𝑹𝑖会呈高斯型衰减。上式相应的傅里叶变换函数为 

𝑢(𝒒) = 𝑢0𝑒
−

𝑞2𝑑2

2 (3-14) 

这里的𝑞为√𝑞𝑥
2 + 𝑞𝑦

2 + 𝑞𝑧
2。另一个常用的有限范围分布的杂质势能为屏蔽库伦势能，

它描述的是带电杂质和电子之间的势能，其表达式为 

𝑈(𝒓 − 𝑹𝑖) =
𝑒2

4𝜋𝜀|𝒓 − 𝑹𝑖|
𝑒−𝜅|𝒓−𝑹𝑖| (3-15) 

这里𝜀为绝对介电常数（absolute permittivity），𝜅为倒德拜屏蔽半径（reciprocal Debye 

screening radius）。屏蔽库伦势能函数的傅里叶变换函数为 

𝑢(𝒒) =
𝑒2

𝜀(𝑞2 + 𝜅2)
(3-16) 

此外，绝对介电常数可以写为 

𝜀 = 𝜀0𝜀𝑟 (3-17) 

其中𝜀0 ≈ 8.854 × 10−12 C2(J m)-1 为真空介电常数，𝜀𝑟为相对介电常数。 

3.3 低能有效模型和朗道能带 

本节将介绍单节点（single-node）和两节点（two-node）两种典型外尔/狄拉克

半金属的低能有效哈密顿量以及相应朗道能带，并与三维电子气的朗道能带作对

比研究。此外还将讨论不同模型中进入量子极限的临界磁场强度。 

单节点和两节点模型都经常在研究狄拉克或外尔半金属中使用。仅取狄拉克

半金属低能有效模型(2-1)式对角上的一个块矩阵，其描述的即为无质量外尔粒子， 

𝐻𝐿(𝒌) = ℏ𝑣𝐹𝒌 ⋅ 𝝈 (3-18) 

相应的能谱和朗道能带已经在上一章中详细研究过，这里不再重复。此模型描述的

为一个外尔点附近的能带结构，因此通常将其称为单节点模型。另一个常用来描述

外尔半金属费米能量附近粒子的低能有效哈密顿量为 

𝐻𝑄(𝒌) = 𝐴(𝑘𝑥𝜎𝑥 + 𝑘𝑦𝜎𝑦) + 𝑀(𝑘𝑤
2 − 𝑘𝑥

2 − 𝑘𝑦
2 − 𝑘𝑧

2)𝜎𝑧 (3-19) 

其中𝐴、𝑀和𝑘𝑤均为模型参数。这个哈密顿量可以描述在𝒌空间沿𝑘𝑧分布的相距𝑘𝑤

的两个外尔点，因此被称为两节点模型。与(3-18)式相比，两节点模型可以在开放

边界条件（open boundary condition）下求出外尔半金属中的表面态。将(3-19)式与



第 3 章 拓扑半金属中的线性磁电阻 

- 61 - 

其时间反演对称的部分结合后，有 

(
𝐻𝑄(𝒌) 0

0 [𝐻𝑄(−𝒌)]∗
) (3-20) 

其描述的即为狄拉克半金属。 

两节点模型的朗道能带同样可以用上一章 2.2 节中描述的方法求解，因此这里

便不再重复将直接给出结果。当取磁场𝑩的方向为𝑧时，计算可得两节点模型的本

征态拥有和(2-8)式以及(2-12)式一样的形式，但在两节点模型中cos 𝜃𝑘𝑧,𝑛 = 𝑀𝑛/

√𝑀𝑛
2 + 2𝑛𝐴2/𝑙𝐵

2，这里𝑀𝑛 = 𝑀(𝑘𝑤
2 − 𝑘𝑧

2) − 𝑛𝜔，𝜔 = 2𝑀/𝑙𝐵
2。相应的朗道能带的表

达式为 

𝐸𝑘𝑧,𝑛±
𝑄 =

𝜔

2
± √𝑀𝑛

2 + 2𝑛
𝐴2

𝑙𝐵
2 (3-21) 

其中𝑛 ≥ 1。对于𝑛 = 0的情况，有 

𝐸𝑘𝑧,0
𝑄 =

𝜔

2
+ 𝑀(𝑘𝑧

2 − 𝑘𝑤
2 ) (3-22) 

三维电子气的哈密顿量为 

𝐻𝐸𝐺(𝒌) =
ℏ𝑘2

2𝑚
(3-23) 

这里𝑚是有效质量，𝑘 = √𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2 + 𝑘𝑧
2。由于它仅有一个简单的𝑘的二次方型能带，

因此其所有的朗道能带（包括𝑛 = 0的情况）均可用下式表示 

𝐸𝑘𝑧,𝑛
𝐸𝐺 =

ℏ2𝑘𝑧
2

2𝑚
+

ℏ2

𝑚𝑙𝐵
2 (𝑛 +

1

2
) (3-24) 

相应的本征态与上述两能带模型相比也十分简单，即为|𝑛⟩|𝑘𝑥, 𝑘𝑧⟩。 

系统进入量子极限的临界磁场强度𝐵𝑐与载流子浓度𝑛0相关。对于单节点模型，

此关系为(2-15)式。可以同样用上一章介绍的计算方法，写出在进入量子极限时三

维电子气系统中有如下关系 

min(𝐸𝑘𝑧,1
𝐸𝐺 ) = 𝐸𝑘𝐹,0

𝐸𝐺 (3-25) 

进而可以得到其临界磁场强度𝐵𝑐 = ℏ𝑒−1(√2𝜋2𝑛0)
2/3

，即与上一章中无质量狄拉克

模型相同。对于两节点模型，由于其能带结构复杂，并不能得到简单的𝐵𝑐表达式。

以费米能量位于𝐸𝑘𝑧,𝑛+
𝑄 能带为例，𝐸𝑘𝑧,1+

𝑄 取最小值时其𝑘𝑧的值会随磁场强度变化。当

磁场强度较小时，有𝑘𝑤
2 > 2/𝑙𝐵

2，能带𝐸𝑘𝑧,1+
𝑄 最小值处的𝑘𝑧 = ±√𝑘𝑤

2 − 2/𝑙𝐵
2。因此临

界磁场强度𝐵𝑐和载流子浓度𝑛0有如下关系： 

√2
𝐴2

𝑙𝑐2𝑀2
= (2𝜋2𝑙𝑐

2𝑛0)
2 − 𝑘𝑤

2 (3-26) 
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其中𝑙𝑐 = √ℏ/(𝑒𝐵𝑐)。当磁场强度较大时，有𝑘𝑤
2 ≤ 2/𝑙𝐵

2，能带𝐸𝑘𝑧,1+
𝑄 最小值处的𝑘𝑧 =

0。因此临界磁场强度𝐵𝑐和载流子浓度𝑛0的关系为 

√(𝑘𝑤
2 −

2

𝑙𝑐2
)

2

+ 2
𝐴2

𝑙𝑐2𝑀2
= (2𝜋2𝑙𝑐

2𝑛0)
2 − 𝑘𝑤

2 (3-27) 

3.4 散射时间和输运时间 

杂质作用最终是以散射时间或输运时间的形式进入到磁电阻表达式的。本节

将推导𝑛 = 0和𝑛 = 1朗道能带的自能，并计算相应的散射时间的输运时间。 

3.4.1 最低朗道能带的输运时间 

从上一章(2-78)式的推导中可以发现计算量子极限下的纵向磁电阻只需用到

最低朗道能带的输运时间，因此只需计算𝑛 = 0能带的自能即可。通过(2-29)式，可

以写出 

Σkz,0
R (𝐸𝐹) = ∑

|⟨𝑘𝑥
′ , 𝑘𝑧

′ , 𝑏′|𝑉̂|𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 0⟩|
2

𝐸𝐹 − 𝐸𝑘𝑧
′ ,𝑏′ + 𝑖0+

𝑘𝑥
′ ,𝑘𝑧

′ ,𝑏′

(3-28) 

由(2-77)式可知散射时间的计算只需要自能的虚部，使用 Sokhotski-Plemelj 定理(2-

42)式后会发现：对于上式的虚部，只有𝑏′ = 0的项不为零，因此在下面的计算中仅

计算𝑏′ = 0的项。为了将杂质势能𝑉̂在空间坐标基下写出，通过与(3-7)式类似的方

法可以得到 

⟨𝑘𝑥
′ , 𝑘𝑧

′ , 0|𝑉̂|𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 0⟩ = ∫ ⟨𝑘𝑥 , 𝑘𝑧 , 0|𝒓⟩𝑉(𝒓)⟨𝒓|𝑘𝑥 , 𝑘𝑧 , 0⟩𝑑𝒓 (3-29)

其中实空间的波函数为 

⟨𝒓|𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 0⟩ = ⟨𝑥, 𝑧|𝑘𝑥, 𝑘𝑧⟩ (
0

⟨𝑦|0⟩) 

=
1

√𝐿𝑥𝐿𝑧

𝑒𝑖(𝑥𝑘𝑥+𝑧𝑘𝑧) (
0

𝜙0(𝑦, 𝑘𝑥)
) (3-30) 

而𝜙0(𝑦, 𝑘𝑥)可以将下式中𝑛取0得到 

𝜙𝑛(𝑦, 𝑘𝑥) =
1

√𝑛! 2𝑛𝑙𝐵√𝜋

𝑒
−

1
2
(
𝑦
𝑙𝐵

−𝑘𝑥𝑙𝐵)
2

𝐻𝑛 (
𝑦

𝑙𝐵
− 𝑘𝑥𝑙𝐵) (3-31)

 

这里的𝐻𝑛(𝑥)为厄密多项式（Hermite polynomial）。使用 3.2 节中杂质平均的结果 

⟨𝑉(𝒓)𝑉(𝒓′)⟩𝑖𝑚𝑝 ≈ 𝑛𝑖 ∫
𝑑𝒒

(2𝜋)3
𝑢(𝒒)𝑢(−𝒒)𝑒𝑖𝒒(𝒓−𝒓′) (3-32) 

可以得到(3-28)式中 
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|⟨𝑘𝑥
′ , 𝑘𝑧

′ , 𝑏′|𝑉̂|𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 0⟩|
2

= 𝑛𝑖 (
1

𝐿𝑥𝐿𝑦
)

2

∫∫∫
𝑑𝒓𝑑𝒓′𝑑𝒒

(2𝜋)3
{𝑢(𝒒)𝑢(−𝒒) 

× 𝑒𝑖[(𝑘𝑥
′ −𝑘𝑥)𝑥+(𝑘𝑧

′−𝑘𝑧)𝑧]𝑒𝑖[(𝑘𝑥
′ −𝑘𝑥)𝑥′+(𝑘𝑧

′−𝑘𝑧)𝑧
′]𝑒𝑖𝒒(𝒓−𝒓′) 

                              × 𝜙0(𝑦, 𝑘𝑥)𝜙0(𝑦, 𝑘𝑥
′ )𝜙0(𝑦

′, 𝑘𝑥)𝜙0(𝑦
′, 𝑘𝑥

′ )} (3-33)

上式中，对𝑥、𝑥′、𝑧、𝑧′的积分结果均为狄拉克 δ 函数，而对𝑦或𝑦′积分部分的结

果可以由下式得到 

∫𝑑𝑦𝑒±𝑖𝑞𝑦𝑦 𝜙0(𝑦, 𝑘𝑥)𝜙0(𝑦, 𝑘𝑥
′ ) = 𝑒−

1
4
[(𝑘𝑥−𝑘𝑥

′ )
2
+𝑞𝑦

2]𝑙𝐵
2±

1
2
𝑖𝑞𝑦(𝑘𝑥+𝑘𝑥

′ )𝑙𝐵
2

(3-34) 

结合以上结果最终可以得到 

Im[Σkz,0
R (𝐸𝐹)] = −𝜋𝑛𝑖 ∫

𝑑𝒒

(2𝜋)3
𝑢(𝒒)𝑢(−𝒒) 𝛿(𝐸𝐹 − 𝐸𝑘𝑧−𝑞𝑧,0)𝑒

−
1
2
(𝑞𝑥

2+𝑞𝑦
2)𝑙𝐵

2

(3-35) 

这个表达式以及通过(2-77)式进一步得到的散射时间或者更进一步得到的输运时

间均为通用表达式。系统的信息包含在上式中的𝐸𝑘𝐹−𝑞𝑧,0中，而杂质的信息包含在

𝑢(𝒒)中。 

将具体的杂质势能代入后可以得到对应杂质模型的最低朗道能带散射时间。

对于高斯势能，上式中对𝑞𝑥和𝑞𝑦积分的部分为 

∫∫
𝑑𝑞𝑥𝑑𝑞𝑦

(2𝜋)2
𝑒−(𝑞𝑥

2+𝑞𝑦
2)𝑑2

𝑒−
1
2
(𝑞𝑥

2+𝑞𝑦
2)𝑙𝐵

2

=
1

2𝜋
∫ 𝑞⊥𝑒−𝑞⊥

2(𝑑2+
1
2
𝑙𝐵
2 )𝑑𝑞⊥

∞

0

 

                                      =
1

2𝜋(2𝑑2 + 𝑙𝐵
2)

(3-36) 

在上式的计算中，直角坐标系中的积分被转换到了极坐标系中，其中𝑞⊥ = √𝑞𝑥
2 + 𝑞𝑦

2。

结合(2-77)式和(3-35)式可以得到高斯势能型杂质给最低朗道能带带来的散射时间

表达式为 

ℏ

2𝜏𝑘𝐹,0
𝐺 =

𝑛𝑖𝑢0
2

4𝜋𝑙𝐵
2(1 + 2𝑑2/𝑙𝐵

2)
∫ 𝛿(𝐸𝐹 − 𝐸𝑘𝐹−𝑞𝑧,0)𝑒

−𝑞𝑧
2𝑑2

𝑑𝑞𝑧

∞

−∞

(3-37) 

由于在后面的计算中用到的为费米能量处的散射时间，上式取了𝑘𝑧 = 𝑘𝐹。对于 δ

势能型杂质，其结果可以由上式中𝑑取0给出。将屏蔽库伦势能型𝑢(𝒒)代入到(3-35)

式中，可以用同样的方法可以得到对𝑞𝑥和𝑞𝑦部分的积分为 

∫∫
𝑑𝑞𝑥𝑑𝑞𝑦

(2𝜋)2

𝑒4

𝜀2(𝑞2 + 𝜅2)2
𝑒−

1
2
(𝑞𝑥

2+𝑞𝑦
2)𝑙𝐵

2

=
𝑒4

2𝜋𝜀2
∫ 𝑞⊥

1

𝜀2(𝑞⊥
2 + 𝑞𝑧

2 + 𝜅2)2
𝑒−

1
2
𝑙𝐵
2𝑞⊥

2

𝑑𝑞⊥

∞

0

 

                                    =
𝑒4𝑙𝐵

2

8𝜋𝜀2
ℱ1 [

𝑙𝐵
2

2
(𝑞𝑧

2 + 𝜅2)] (3-38) 

其中 

ℱ1(𝑥) =
1

𝑥
+ 𝑒𝑥 + Ei(−𝑥) (3-39) 
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Ei(𝑥) = −∫
1

𝑡
𝑒−𝑡𝑑𝑡

∞

−𝑥

(3-40) 

因此，屏蔽库伦势能型杂质给最低朗道能带所带来的散射时间可以由下式得到 

ℏ

2𝜏𝑘𝐹,0
𝐶 =

𝑛𝑖𝑒
4𝑙𝐵

2

16𝜋𝜀2
∫ 𝛿(𝐸𝐹 − 𝐸𝑘𝐹−𝑞𝑧,0)ℱ1 [

𝑙𝐵
2

2
(𝑞𝑧

2 + 𝜅2)] 𝑑𝑞𝑧

∞

−∞

(3-41) 

在计算纵向磁电阻时，求解输运时间的表达式可以直接在以上表达式的积分

中添加权重因子(1 −
𝑣𝑘𝐹−𝑞𝑧,0

𝑣𝑘𝐹,0
)得到，其中𝑣𝑘𝐹,0 =

𝜕𝐸𝑘𝑧,0

ℏ𝜕𝑘𝑧
|
𝑘𝑧=𝑘𝐹

。 

3.4.2 朗道𝑛 = 1的能带的散射时间 

计算横向磁电导率时，在电导表达式中出现的为两个朗道指标相差为1的谱函

数，这一点可以在上一章(2-59)式和(2-60)式中的克罗内克 δ 函数体现出。因此计算

量子极限下的横向磁电阻需要用到𝑛 = 1朗道能带的自能。以1 +能带为例，根据(2-

29)式，可以写出其自能表达式为 

Σkz,1+
R (𝐸𝐹) = ∑

|⟨𝑘𝑥
′ , 𝑘𝑧

′ , 𝑏′|𝑉̂|𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 1 +⟩|
2

𝐸𝐹 − 𝐸𝑘𝑧
′ ,𝑏′ + 𝑖0+

𝑘𝑥
′ ,𝑘𝑧

′ ,𝑏′

(3-42) 

与计算Im[Σkz,0
R (𝐸𝐹)]时相同，对于量子极限下上式的虚部，仅需考虑𝑏′ = 0的项即

可。由于上式和(3-28)式的差别仅在于指标为0的本征态被替换为了指标为1 +的本

征态，因此上式和(3-28)式在计算过程上是相似的，在此便不再重复，仅列出计算

中不同的地方。1 +本征态以空间坐标为基矢的表达式为 

⟨𝒓|𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 1 +⟩ = ⟨𝑥, 𝑧|𝑘𝑥, 𝑘𝑧⟩(
cos

𝜃𝑘𝑧,1

2
⟨𝑦|0⟩

sin
𝜃𝑘𝑧,1

2
⟨𝑦|1⟩

) 

                                    =
1

√𝐿𝑥𝐿𝑧

𝑒𝑖(𝑥𝑘𝑥+𝑧𝑘𝑧) (
cos

𝜃𝑘𝑧,1

2
𝜙0(𝑦, 𝑘𝑥)

sin
𝜃𝑘𝑧,1

2
𝜙1(𝑦, 𝑘𝑥)

) (3-43) 

其中𝜙0(𝑦, 𝑘𝑥)和𝜙1(𝑦, 𝑘𝑥)可由(3-31)式得到。对𝑦和𝑦′部分的积分可以通过下式得到 

∫𝑑𝑦𝑒±𝑖𝑞𝑦𝑦 𝜙1(𝑦, 𝑘𝑥)𝜙0(𝑦, 𝑘𝑥
′ ) = 𝑒−

1
4
[(𝑘𝑥−𝑘𝑥

′ )
2
+𝑞𝑦

2]𝑙𝐵
2±

1
2
𝑖𝑞𝑦(𝑘𝑥+𝑘𝑥

′ )𝑙𝐵
2

 

                                    ×
𝑙𝐵

√2
(𝑘𝑥 − 𝑘𝑥

′ ± 𝑖𝑞𝑦) (3-44) 

最终(3-42)式可以化为 

Im[Σkz,1+
R (𝐸𝐹)] = −𝜋𝑛𝑖 (sin

𝜃𝑘𝑧,1

2
)
2

∫
𝑑𝒒

(2𝜋)3
[𝛿(𝐸𝐹 − 𝐸𝑘𝑧−𝑞𝑧,0) 
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                 × 𝑢(𝒒)𝑢(−𝒒)
(𝑞𝑥

2 + 𝑞𝑦
2)𝑙𝐵

2

2
𝑒−

1
2
(𝑞𝑥

2+𝑞𝑦
2)𝑙𝐵

2

] (3-45) 

将高斯势能代入后，可以进一步计算𝑞𝑥和𝑞𝑦部分的积分 

∫∫
𝑑𝑞𝑥𝑑𝑞𝑦

(2𝜋)2
𝑒−(𝑞𝑥

2+𝑞𝑦
2)𝑑2

𝑒−
1
2
(𝑞𝑥

2+𝑞𝑦
2)𝑙𝐵

2 (𝑞𝑥
2 + 𝑞𝑦

2)𝑙𝐵
2

2
=

𝑙𝐵
2

4𝜋
∫ 𝑞⊥

3𝑒−𝑞⊥
2(𝑑2+

1
2
𝑙𝐵
2 )𝑑𝑞⊥

∞

0

 

                                                                        =
𝑙𝐵
2

2𝜋(2𝑑2 + 𝑙𝐵
2)2

(3-46) 

最终可以得到高斯势能型杂质给1 +能带所带来的散射时间为 

ℏ

2𝜏𝑘𝐹,1+
𝐺 =

𝑛𝑖𝑢0
2

4𝜋𝑙𝐵
2(1 + 2𝑑2/𝑙𝐵

2)2
(sin

𝜃𝑘𝐹,1

2
)

2

∫ 𝛿(𝐸𝐹 − 𝐸𝑘𝐹−𝑞𝑧,0)𝑒
−𝑞𝑧

2𝑑2
𝑑𝑞𝑧

∞

−∞

(3-47) 

和ℏ/(2𝜏𝑘𝐹,1+
𝐺 )相比，上式中多了乘数[sin(𝜃𝑘𝐹,1/2)]

2
/(1 + 2𝑑2/𝑙𝐵

2)。对于屏蔽库伦

势能，𝑞𝑥和𝑞𝑦部分的积分为 

∫∫
𝑑𝑞𝑥𝑑𝑞𝑦

(2𝜋)2

𝑒4

𝜀2(𝑞2 + 𝜅2)2
𝑒−

1
2
(𝑞𝑥

2+𝑞𝑦
2)𝑙𝐵

2 (𝑞𝑥
2 + 𝑞𝑦

2)𝑙𝐵
2

2
 

=
𝑒4𝑙𝐵

2

4𝜋𝜀2
∫ 𝑞⊥

3
1

𝜀2(𝑞⊥
2 + 𝑞𝑧

2 + 𝜅2)2
𝑒−

1
2
𝑙𝐵
2𝑞⊥

2

𝑑𝑞⊥

∞

0

 

=
𝑒4𝑙𝐵

2

8𝜋𝜀2
ℱ2 [

𝑙𝐵
2

2
(𝑞𝑧

2 + 𝜅2)] (3-48) 

其中 

ℱ2(𝑥) = −1 − (1 + 𝑥)𝑒𝑥 Ei(−𝑥) (3-49) 

因此，屏蔽库伦势能型杂质给𝑛 = 1 +能带所带来的散射时间可以由下式得到 

ℏ

2𝜏𝑘𝐹,1+
𝐶 =

𝑛𝑖𝑒
4𝑙𝐵

2

16𝜋𝜀2
(sin

𝜃𝑘𝐹,1

2
)
2

∫ 𝛿(𝐸𝐹 − 𝐸𝑘𝐹−𝑞𝑧,0)ℱ2 [
𝑙𝐵
2

2
(𝑞𝑧

2 + 𝜅2)] 𝑑𝑞𝑧

∞

−∞

(3-50) 

对于1 −能带的自能和散射时间，仅需将以上表达式中的sin(𝜃𝑘𝐹,1/2)替换为

cos(𝜃𝑘𝐹,1/2)即可，这点可以由本征态的表达式(2-8)式保证（因为计算中有平方操

作，所以(2-8)式中的负号不会出现在结果中）。 

对于三维电子气模型，由于其只有一个指标为1的能带，因此在其最终的散射

时间表达式中不会出现sin(𝜃𝑘𝐹,1/2)。 

3.5 量子极限下的线性磁电阻 

上一节给出了输运计算中最为重要的散射时间，本节将在此基础上推导量子

极限下单节点模型和两节点模型以及三维电子气中的纵向、横向和霍尔磁电导率，

并研究相应磁电阻对磁场强度的依赖关系。 
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3.5.1 纵向磁电导 

单节点模型在量子极限下的纵向磁电阻已经在上一章 2.5 节中详细讨论，以下

内容将集中探讨两节点模型在量子极限下纵向磁电阻。 

使用和上一章 2.5 节中类似的方法，可以得到量子极限下纵向磁电导率的通用

表达式为 

𝜎𝑧𝑧 =
𝑒2

ℎ
𝑁𝐿 ∑|𝑣𝑘𝐹,0

𝑖 |𝜏𝑘𝐹,0
𝑖 (𝐸𝐹)

𝑖

(3-51) 

这里𝑖代表费米能量处𝑘𝑧不同的态。值得注意的是此处得到的(3-51)式为量子极限下

纵向磁电导率的通用表达式。如果取其中费米速度为三维电子气的，(3-51)式即变

为经典的 Drude 公式[188]。对于单节点模型，费米能量处的态仅有一个可取的𝑘𝑧，

(3-51)式即简化为(2-78)式。对于两节点模型或三维电子气，费米能量切过的最低朗

道能带有𝑘𝑧 = ±𝑘𝐹两个值可取（在本章中𝑘𝐹代表正的费米波矢）。由于±𝑘𝐹态速度

的绝对值是相同的，且它们的散射时间或输运时间也是相同的，因此上式可简化为 

𝜎𝑧𝑧
𝑄 = 2

𝑒2

ℎ
𝑁𝐿𝑣𝑘𝐹,0𝜏𝑘𝐹,0(𝐸𝐹) (3-52) 

上式和单节点模型中情况不同的是费米速度（𝑣𝑘𝐹,0 = 𝜕𝐸𝑘𝑧,0/(ℏ𝜕𝑘𝑧)|𝑘𝑧=𝑘𝐹
）是正比

于𝑘𝐹的。当载流子浓度取固定值时，费米速度将反比于磁场强度𝐵。这将进而导致

当𝜏𝑘𝐹,0(𝐸𝐹)与磁场强度无关时，𝜎𝑧𝑧
𝑄 的值不依赖于磁场强度。 

将本正能量表达式(3-21)式和(3-22)式结合上一节中得到的散射时间表达式代

入到量子极限下纵向磁电导率的表达式并整理后，可以得到：当系统内的高斯势能

型杂质占主导地位时 

𝜎𝑧𝑧
𝑄,𝐺 =

𝑒2

ℎ

(ℏ𝑣𝑘𝐹,0)
2

𝑛𝑖𝑢0
2

2(1 + 2𝑑2/𝑙𝐵
2)

1 + 𝑒−4𝑘𝐹
2𝑑2

(3-53) 

可以看到纵向磁电导的大小是反比于杂质浓度和强度的。对于 δ 势能型杂质（即取

高斯型衰减长度𝑑 = 0时），纵向的磁电导对磁场强度有𝐵−2的依赖关系。而在高斯

势能的情况下，𝜎𝑧𝑧
𝑄,𝐺将额外拥有的包含𝐵−1的一项。在上式中，𝑘𝐹较小时有𝑒−4𝑘𝐹

2𝑑2
≈

1，因此当高斯势能衰减长度比较大时（2𝑑2 ≫ 𝑙𝐵
2），包括𝐵−1的项将在纵向磁电导

中占主导地位。 

同样可以得到当系统中屏蔽库伦势能型杂质主导时，纵向磁电导率为 

𝜎𝑧𝑧
𝑄,𝐶 =

𝑒2

ℎ

𝜀2

𝑛𝑖𝑒4𝑙𝐵
4

8(ℏ𝑣𝑘𝐹,0)
2

ℱ1 [
𝑙𝐵
2

2
(4𝑘𝐹

2 + 𝜅2)] + ℱ1 [
𝑙𝐵
2

2 𝜅2]

(3-54) 

上式对磁场强度的依赖关系比较复杂，在一般情况下，它是随磁场强度非单调变化
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的。上式中(𝑣𝑘𝐹,0/𝑙𝐵
2)

2
中的磁场强度𝐵会消去，因此𝜎𝑧𝑧

𝑄,𝐶对磁场强度的依赖完全包

含在ℱ1[𝑙𝐵
2(4𝑘𝐹

2 + 𝜅2)/2] + ℱ1[𝑙𝐵
2𝜅2/2]中。对于倒德拜屏蔽半径𝜅，它可以通过以下

方式计算[137] 

𝜅2 =
𝑒2𝑘𝐵𝑇

𝜀𝑉
∑ (

1

𝑖𝜔𝑚 − 𝐸𝑘𝑧,0
)

2

𝑚,𝑘𝑥,𝑘𝑧

 

=
𝑒2

𝜀
𝑁𝐿 ∫

𝑑𝑘𝑧

2𝜋
𝛿(𝐸𝐹 − 𝐸𝑘𝑧,0) 

=
𝑒2

2𝜋𝜀
𝑁𝐿

2

ℏ𝑣𝑘𝐹,0
(3-55) 

上式计算中用到的虚频求和类似于 2.3 节中的计算，在零温极限下有 

lim
𝑇→0

[𝑘𝐵𝑇 ∑(
1

𝑖𝜔𝑚 − 𝐸𝑘𝑧,0
)

2

𝑚

] = 𝛿(𝐸𝐹 − 𝐸𝑘𝑧,0) (3-56) 

因此𝜎𝑧𝑧
𝑄,𝐶中的𝜅 ∝ 𝐵。对于函数ℱ1[𝑥]，分析可得：在𝑥取值十分小时，ℱ1[𝑥] ≈ 𝑥−1，

而在𝑥取值很大时，ℱ1[𝑥] ≈ 𝑥−2。相应的函数拟合如图 3-1 所示。拥有以上结果后，

再对(3-54)式分析可以得到：当4𝑙𝐵
2𝑘𝐹

2 ≪ 𝑙𝐵
2𝜅2，纵向磁电导反比于ℱ1[𝑙𝐵

2𝜅2/2]，如果

𝑙𝐵
2𝜅2/2 ≪ 1，即有𝜎𝑧𝑧

𝑄,𝐶正比于𝐵，如果𝑙𝐵
2𝜅2/2 ≫ 1，即有𝜎𝑧𝑧

𝑄,𝐶 ∝ 𝐵2；当4𝑙𝐵
2𝑘𝐹

2 ≫ 𝑙𝐵
2𝜅2

时，仍然存在以上近似结果，这是因为ℱ1[𝑙𝐵
2(4𝑘𝐹

2 + 𝜅2)/2] ∝ (2𝑙𝐵
2𝑘𝐹

2)−1而ℱ1[𝑙𝐵
2𝜅2/

2] ∝ (𝑙𝐵
2𝜅2/2)−1导致ℱ1[𝑙𝐵

2𝜅2/2] ≫ ℱ1[𝑙𝐵
2(4𝑘𝐹

2 + 𝜅2)/2]。 

三维电子气在量子极限下的纵向电导率表达式同样遵循(3-53)式和(3-54)式。

这是因为将三维电子气模型中的ℏ2/(2𝑚)替换为𝑀后，它的最低朗道能带和两节点

模型的相比仅有一个常数的能量差（𝑀𝑘𝑤
2），这个常数差值对最终结果不会产生任

 

图 3-1 函数ℱ1[𝑥]的幂函数拟合。 

Fig. 3-1 Power function fitting of ℱ1[𝑥]. 
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何影响。 

此外，当系统中的载流子浓度极低并且磁场强度十分大时，载流子将集中在最

低朗道能带的底端，这种情况下需要在以上磁电导率的表达式中引入修正。这是因

为在解析推导的过程中使用了 δ 函数近似。在(2-76)式中的推迟格林函数和超前格

林函数的乘积以及计算自能虚部时使用 Sokhotski–Plemelj 定理得到的 δ 函数都是

洛伦兹分布函数的分布宽度趋于零时的近似。以两节点模型为例，这个近似过程以

及对 δ 函数进行积分即为 

∫
1

𝜋

η

[𝑀(𝑘𝑧
2 − 𝑘𝐹

2)]2 + η2
𝑑𝑘𝑧

∞

−∞

≈ ∫ 𝛿[𝑀(𝑘𝑧
2 − 𝑘𝐹

2)]𝑑𝑘𝑧

∞

−∞

 

=
1

𝑀|𝑘𝐹|
(3-57) 

其中η即为洛伦兹分布宽度，在这里它是一个正的趋于零的小量。上式中的近似处

理保证了解析推导得以进行，且在通常情况下其结果是准确的。但是在𝑘𝐹 → 0时，

上式的结果是发散的，即载流子集中在能带底端时是不适用的。在无近似的情况下，

上式的积分为 

∫
1

𝜋

η

[𝑀(𝑘𝑧
2 − 𝑘𝐹

2)]2 + η2
𝑑𝑘𝑧

∞

−∞

=
1

𝑀
√

𝑘𝐹
2 + √𝑘𝐹

4 + (
𝜂
𝑀)

2

2 [𝑘𝐹
4 + (

𝜂
𝑀

)
2

]
(3-58) 

可见，当𝑘𝐹
2 ≫ η/M时，上式的结果近似为1/(𝑀|𝑘𝐹|)，即和做 δ 函数近似后积分的

结果是一样的。但当𝑘𝐹
2 ≪ η/M时，上式的结果近似为√1/(2ηM)。因此，在𝑘𝐹 → 0

时应将做 δ 函数近似后积分的结果1/(𝑀|𝑘𝐹|)替换为√1/(2ηM)。因为固定载流子

浓度时𝑘𝐹的值是反比于磁场强度𝐵的，这个修正将会对磁电阻对磁场强度的依赖产

生影响。出于和以上讨论同样的原因，在求解倒德拜屏蔽半径𝜅时做 δ 函数近似后

的积分结果也有同样的问题，因此也需要在载流子集中在能带底端时做修正。虽然

在(3-56)式中数学上并非为洛伦兹分布，但修正结果和以上类似，即将会去除结果

中分母上的𝑘𝐹。具体到以上纵向磁电导率的表达式中会发现，在(2-76)式中的近似

和自能虚部计算中的近似是相除关系，它们的修正因子会相互抵消掉。因此(3-53)

式和(3-54)式在任何载流子浓度和磁场强度下均成立。但(3-54)式中的𝜅会在载流子

浓度极低并且磁场强度十分大时变为正比于√𝐵，这会导致𝜎𝑧𝑧
𝑄,𝐶出现与上述分析不

同的结果。 

不同于单节点模型，顶点修正对两节点模型的磁电导影响有限。在费米能量处，

以𝑘𝑧 = 𝑘𝐹处的态为例，权重因子(1 − 𝑣𝑘𝐹−𝑞𝑧,0/𝑣𝑘𝐹,0)中𝑞𝑧除了取0还可以取2𝑘𝐹。这

里𝑞𝑧代表着散射初态和末态之间动量𝑘𝑧的差值，即𝑞𝑧为0和2𝑘𝐹分别对应着𝑘𝑧 = 𝑘𝐹
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处的态散射到𝑘𝑧 = 𝑘𝐹和𝑘𝑧 = −𝑘𝐹的态上。两种散射对应的权重因子分别为0和2。

经顶点修正后，(3-53)式中分母(1 + 𝑒−4𝑘𝐹
2𝑑2

)将变为2𝑒−4𝑘𝐹
2𝑑2

，而(3-54)式中分母

ℱ1[𝑙𝐵
2(4𝑘𝐹

2 + 𝜅2)/2] + ℱ1[𝑙𝐵
2𝜅2/2]将变为2ℱ1[𝑙𝐵

2(4𝑘𝐹
2 + 𝜅2)/2]。因此，顶点修正不会

对高斯势能型杂质主导的磁电导对磁场强度的依赖造成影响。但是顶点修正将使

屏蔽库伦势能型杂质主导的磁电导在4𝑙𝐵
2𝑘𝐹

2 ≫ 𝑙𝐵
2𝜅2时反比于ℱ1[𝑙𝐵

2(4𝑘𝐹
2 + 𝜅2)/2]，

即正比于𝐵−3或𝐵−6。 

3.5.2 横向磁电导和霍尔电导 

对于量子极限下的横向磁电导，从(2-45)式以及(2-61)式可得到单节点模型和

两节点模型均有 

𝜎𝑥𝑥 ≈ 𝜎𝑥𝑥,1+ + 𝜎𝑥𝑥,1− (3-59) 

其中 

𝜎𝑥𝑥,1± = ℏ𝑒2𝑁𝐿 ∫ 𝐴𝑘𝑧,0
(𝐸𝐹)𝐴𝑘𝑧,1±(𝐸𝐹)|⟨𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 0|𝑣𝑥|𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 1 ±⟩|2𝑑𝑘𝑧

∞

−∞

(3-60) 

因为谱函数中洛伦兹分布宽度较小时其可以近似为 δ 函数，而在量子极限下费米

能量并不会直接切过𝐸𝑘𝑧,1±能带，因此，和𝐴𝑘𝑧,0
(𝐸𝐹)相比，上式中𝐴𝑘𝑧,1±(𝐸𝐹)会大幅

减小横向磁电导率的值。在这种情况下，可以做如下近似 

𝐴𝑘𝑧,0
(𝐸𝐹) ≈ 𝛿(𝐸𝐹 − 𝐸𝑘𝑧,0) 

𝐴𝑘𝑧,1±(𝐸𝐹) ≈
1

𝜋

1

(𝐸𝐹 − 𝐸𝑘𝑧,1±)
2

ℏ

2𝜏𝑘𝐹,1+
 (3-61) 

杂质对𝜎𝑥𝑥的影响将完全包含在𝜏𝑘𝐹,1+
 中。 

对于单节点模型，有 

|⟨𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 0|𝑣𝑥|𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 1 ±⟩|2 = 𝑣𝐹
2 (cos

𝜃𝑘𝑧,1

2
)
2

(3-62) 

将其代入到(3-60)式后，可以得到 

𝜎𝑥𝑥,1+
𝐿 =

ℏ𝑒2𝑣𝐹
2

𝜋
𝑁𝐿 ∫ 𝛿(𝐸𝐹 − 𝐸𝑘𝑧,0) [(

cos(𝜃𝑘𝑧,1/2)

𝐸𝐹 − 𝐸𝑘𝑧,1+
)

2
ℏ

2𝜏𝑘𝑧,1+
 ] 𝑑𝑘𝑧

∞

−∞

 

=
𝑒2

𝜋
𝑁𝐿𝑣𝐹 [

cos(𝜃𝑘𝐹,1/2)

𝐸𝐹 − 𝐸𝑘𝐹,1+
]

2
ℏ

2𝜏𝑘𝐹,1+
                        (3-63) 

结合(3-47)式，可以得到高斯势能型杂质主导时，对于单节点模型有 

𝜎𝑥𝑥,1+
𝐿,𝑄 =

𝑒2

ℎ

𝑛𝑖𝑢0
2

(2𝜋𝑙𝐵
2)2

1

(1 + 2𝑑2/𝑙𝐵
2)2

𝑓1+
𝐿 (3-64) 
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𝑓1+
𝐿 = [

cos(𝜃𝑘𝐹,1/2) sin(𝜃𝑘𝐹,1/2)

𝐸𝐹 − 𝐸𝑘𝐹,1+
]

2

(3-65) 

𝜎𝑥𝑥,1−
𝐿,𝑄 的推导与上述过程类似，其最终表达式与𝜎𝑥𝑥,1+

𝐿,𝑄 的差别仅在𝑓1+
𝐿 。将𝑓1+

𝐿 中的

𝐸𝑘𝐹,1+替换为𝐸𝑘𝐹,1−即可得到𝜎𝑥𝑥,1−
𝐿,𝑄 中的𝑓1−

𝐿 。当载流子浓度比较低而磁场强度较大时，

有2/𝑙𝐵 ≫ 𝑘𝐹，可以得到𝑓1±
𝐿 ≈ 𝑙𝐵

2/[8(ℏ𝑣𝐹)2]。因此 

𝜎𝑥𝑥
𝐿,𝐺 ≈

𝑒2

ℎ

𝑛𝑖𝑢0
2

(4𝜋ℏ𝑣𝐹)2𝑙𝐵
2

1

(1 + 2𝑑2/𝑙𝐵
2)2

(3-66) 

从上式可以看出，与纵向磁电导不同的是横向磁电导的大小是正比于杂质浓度和

强度的。当高斯势能衰减长度为零时（即 δ 势能型杂质），𝜎𝑥𝑥
𝐿,𝐺正比于𝐵。当2𝑑2 ≫

𝑙𝐵
2时，𝜎𝑥𝑥

𝐿,𝐺变为反比于𝐵。对于系统内屏蔽库伦势能型杂质主导的情况，由类似的

推导过程可以得到 

𝜎𝑥𝑥
𝐿,𝐶 ≈

𝑒2

ℎ

𝑛𝑖𝑒
4𝑙𝐵

2

(8𝜋ℏ𝑣𝐹)2𝜀2
ℱ2 [

𝑙𝐵
2

2
𝜅2] (3-67) 

其中函数ℱ2[𝑥]的性质见图 3-2 的幂函数拟合。而对于单节点模型，经(3-55)式计算

可得倒德拜屏蔽半径𝜅 ∝ √𝐵，因此有𝜎𝑥𝑥
𝐿,𝐶 ∝ 𝐵−1。 

对于两节点模型，相应的纵向速度算符为 

𝑣𝑥 =
𝐴

ℏ
𝜎𝑥 −

2𝑀

ℏ
[

1

√2𝑙𝐵
(𝑎 + 𝑎†)] 𝜎𝑧 (3-68) 

因此有 

|⟨𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 0|𝑣𝑥|𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 1 ±⟩|2 =
1

ℏ2
(𝐴 cos

𝜃𝑘𝑧,1

2
+

√2𝑀

𝑙𝐵
sin

𝜃𝑘𝑧,1

2
)

2

(3-69) 

 

图 3-2 函数ℱ2[𝑥]的幂函数拟合。 

Fig. 3-2 Power function fitting of ℱ2[𝑥]. 
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将上式代入到(3-60)式并做积分后可以得到 

𝜎𝑥𝑥,1+
𝑄 =

𝑒2

𝜋

2𝑁𝐿

|𝑣𝑘𝐹,0|
[
𝐴 cos(𝜃𝑘𝑧,1/2) + √2𝑀 sin(𝜃𝑘𝑧,1/2) /𝑙𝐵

ℏ(𝐸𝐹 − 𝐸𝑘𝐹,1+)
]

2
ℏ

2𝜏𝑘𝑧,1+
 (3-70) 

结合高斯势能型杂质带来的散射时间，上式可化为 

𝜎𝑥𝑥,1+
𝑄,𝐺 =

𝑒2

ℎ

2𝑛𝑖𝑢0
2

(2𝜋𝑙𝐵
2𝑣𝑘𝐹,0)

2

(1 + 𝑒−4𝑘𝐹
2𝑑2

)

(1 + 2𝑑2/𝑙𝐵
2)2

𝑓1+
𝑄

(3-71) 

其中 

𝑓1+
𝑄 = {

𝐴 cos(𝜃𝑘𝑧,1/2) sin(𝜃𝑘𝑧,1/2) + √2𝑀[sin(𝜃𝑘𝑧,1/2)]
2
/𝑙𝐵

ℏ(𝐸𝐹 − 𝐸𝑘𝐹,1+)
}

2

(3-72) 

和之前单节点模型中的情况相同，这里𝜎𝑥𝑥,1−
𝑄,𝐺 中的𝑓1−

𝑄 仅需将上式的𝐸𝑘𝐹,1+替换为

𝐸𝑘𝐹,1−。可以看到两节点模型中的横向磁电导率对模型参数是比较依赖的。这个模

型的参数依赖特性在 SdH 振荡的研究中也被报道过[144]。在这里，横向磁电导对磁

场强度的依赖不会因不同的参数选择而改变。当2𝑀2 ≫ 𝐴2𝑙𝐵
2时，可以得到𝑓1+

𝑄 ≈ 0

而𝑓1−
𝑄 ≈ 𝑙𝐵

2/(2ℏ2)。当2𝑀2 ≪ 𝐴2𝑙𝐵
2时，有𝑓1±

𝑄 ≈ 𝑙𝐵
2/(8ℏ2)。同时数值结果也能得出𝑓1±

𝑄

中的主导项总是反比于磁场强度𝐵。因此，当 δ 势能型杂质占主导地位时（即取高

斯型衰减长度𝑑 = 0时），可以得到两节点模型量子极限下的横向磁电导正比于𝐵3。

当衰减长度较长的高斯势能型杂质占主导地位时，𝜎𝑥𝑥
𝑄,𝐺 ∝ 𝐵。但在载流子全部集中

在能带底端的情况下，和纵向磁电导的情况不同，谱函数的近似和自能虚部计算中

的近似是相乘关系，它们的修正因子会相互相乘。因此，在带底时以上给出的横向

磁电导与磁场强度的依赖关系需要除去𝐵2。对于屏蔽库伦势能型杂质，可以由类

似的推导得到 

𝜎𝑥𝑥,1+
𝑄,𝐶 =

𝑒2

ℎ

𝑛𝑖𝑒
4

2𝜀2(2𝜋𝑣𝑘𝐹,0)
2 {ℱ2 [

𝑙𝐵
2

2
(4𝑘𝐹

2 + 𝜅2)] + ℱ2 [
𝑙𝐵
2

2
𝜅2]} 𝑓1+

𝑄
(3-73) 

可以看到𝜎𝑥𝑥
𝑄,𝐶对磁场强度的依赖也是非单调的。结合以上对函数ℱ2[𝑥]以及𝑓1+

𝑄 和𝑓1−
𝑄

的分析可得：当4𝑙𝐵
2𝑘𝐹

2 ≪ 𝑙𝐵
2𝜅2，横向磁电导正比于𝑙𝐵

2ℱ2[𝑙𝐵
2𝜅2/2]/𝑣𝑘𝐹,0

2 ，如果𝑙𝐵
2𝜅2/

2 ≪ 1，即有𝜎𝑥𝑥
𝑄,𝐶正比于𝐵，如果𝑙𝐵

2𝜅2/2 ≫ 1，即有𝜎𝑥𝑥
𝑄,𝐶反比于𝐵；当4𝑙𝐵

2𝑘𝐹
2 ≫ 𝑙𝐵

2𝜅2

时，上述结果仍然成立；当载流子全部集中在能带底端时，ℱ2[𝑙𝐵
2𝜅2/2]将不再有磁

场依赖关系，此时𝜎𝑥𝑥
𝑄,𝐶反比于𝐵。 

对于三维电子气，在以上推导中需要做如下替换 

(
0
|0⟩

) → |0⟩ 
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(
cos

𝜃𝑘𝑧,𝑛

2
|0⟩

sin
𝜃𝑘𝑧,𝑛

2
|1⟩

) → |1⟩ (3-74) 

此外其𝑣𝑥 =
ℏ

𝑚

1

√2𝑙𝐵
(𝑎 + 𝑎†)，因此有 

|⟨𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 0|𝑣𝑥|𝑘𝑥, 𝑘𝑧 , 1⟩|2 =
1

2
(

ℏ

𝑚𝑙𝐵
)
2

(3-75) 

经过类似的推导过程，能够发现将(3-71)式和(3-73)式中的𝑓1+
𝑄 替换为𝑙𝐵

2/(2ℏ2)即为

三维电子气模型在量子极限下的横向磁电导率表达式。 

这里并没有对横向磁电导进一步做顶点修正。这是因为：与纵向磁电导不同，

横向磁电导中的杂质作用出现在𝜏𝑘𝐹,1±
 上。它是发生在0能带和1 ±能带之间的散射，

因此，即使是对单节点模型也不会出现像上一章 2.5 节中顶点修正对电导大幅修正

的情况。此外横向磁电导的顶点修正和纵向的情况不同，计算方法也不同。 

虽然两节点模型的霍尔电导率计算比较复杂，但计算方法和上一章 2.4.2 小节

中的没有差异。结合前面的一些结果以及 

𝑣𝑦 =
𝐴

ℏ
𝜎𝑦 −

2𝑀

ℏ
[−𝑖

1

√2𝑙𝐵
(𝑎 − 𝑎†)] 𝜎𝑧 (3-76) 

代入到(2-49)式整理可得，当费米能量仅切过最低朗道能带时 

𝜎𝑥𝑦 =
𝑒2

ℎ

1

𝜋𝑙𝐵
2 ∫ 𝑑𝑘𝑧 {(𝐴 cos

𝜃𝑘𝑧,1

2
+

√2𝑀

𝑙𝐵
sin

𝜃𝑘𝑧,1

2
)

2
𝑛𝐹(𝐸𝑘𝑧,1+) − 𝑛𝐹(𝐸𝑘𝑧,0)

(𝐸𝑘𝑧,1+ − 𝐸𝑘𝑧,0)
2

∞

−∞

 

+(−𝐴 sin
𝜃𝑘𝑧,1

2
+

√2𝑀

𝑙𝐵
cos

𝜃𝑘𝑧,1

2
)

2
𝑛𝐹(𝐸𝑘𝑧,1−) − 𝑛𝐹(𝐸𝑘𝑧,0)

(𝐸𝑘𝑧,1− − 𝐸𝑘𝑧,0)
2  

+∑[(𝐴 cos
𝜃𝑘𝑧,𝑛+1

2
cos

𝜃𝑘𝑧,𝑛

2
+

√2𝑛𝑀

𝑙𝐵
cos

𝜃𝑘𝑧,𝑛+1

2
sin

𝜃𝑘𝑧,𝑛

2
𝑛≥1

 

+
√2(𝑛 + 1)𝑀

𝑙𝐵
sin

𝜃𝑘𝑧,𝑛+1

2
cos

𝜃𝑘𝑧,𝑛

2
)

2
𝑛𝐹[𝐸𝑘𝑧,(𝑛+1)+] − 𝑛𝐹(𝐸𝑘𝑧,𝑛−)

[𝐸𝑘𝑧,(𝑛+1)+ − 𝐸𝑘𝑧,𝑛−]
2  

+(−𝐴 sin
𝜃𝑘𝑧,𝑛+1

2
sin

𝜃𝑘𝑧,𝑛

2
+

√2𝑛𝑀

𝑙𝐵
sin

𝜃𝑘𝑧,𝑛+1

2
cos

𝜃𝑘𝑧,𝑛

2
 

+
√2(𝑛 + 1)𝑀

𝑙𝐵
cos

𝜃𝑘𝑧,𝑛+1

2
sin

𝜃𝑘𝑧,𝑛

2
)

2
𝑛𝐹[𝐸𝑘𝑧,(𝑛+1)−] − 𝑛𝐹(𝐸𝑘𝑧,𝑛+)

[𝐸𝑘𝑧,(𝑛+1)− − 𝐸𝑘𝑧,𝑛+]
2 ] (3-77) 

通过数值计算𝑘𝑧积分可以发现上式中由1 +和0能带参与的第一项为主导项，即图

3-3 中的棕色虚线（剩余三项为红、黄、蓝三条虚线）。数值拟合可以发现𝜎𝑥𝑦 ∝ 𝐵−1。 
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对于单节点模型的霍尔电导，可以将(3-77)式中𝐴和𝑀替换为ℏ𝑣𝐹和0并用其相

应的能量本征值进行计算。由于其能量本征值表达式比较简单，因此可以解析地得

到在载流子浓度较低时，量子极限下的霍尔电导率为−𝑒𝑛0/𝐵。 

对于三维电子气的霍尔电导，其只有𝐸𝑘𝑧,0和𝐸𝑘𝑧,1会参与到计算，即 

𝜎𝑥𝑦 =
ℏ𝑒2

𝑉
∑

2[𝑛𝐹(𝐸𝑘𝑧,1) − 𝑛𝐹(𝐸𝑘𝑧,0)]

(𝐸𝑘𝑧,1 − 𝐸𝑘𝑧,0)
2

𝑘𝑧,𝑘𝑥

(
ℏ

√2𝑚𝑙𝐵
)

2

 

=
𝑒2

ℏ
𝑙𝐵
2

1

𝑉
∑ −𝑛𝐹(𝐸𝑘𝑧,0)

𝑘𝑧,𝑘𝑥

 

= −
𝑒𝑛0

𝐵
                                                                  (3-78) 

3.5.3 磁电阻对磁场强度的依赖关系 

综合以上对各方向磁电导率的推导和分析可以进一步得出各个系统中磁电阻

对磁场强度的依赖关系。首先，上一章节已经给出了量子极限下单节点模型的纵向

磁电阻总是反比于磁场强度的。单节点模型的横向以及霍尔磁电导率表达式比较

简单，可以直接得出其横向磁电阻对磁场强度的依赖关系。而三维电子气和两节点

模型的最低朗道能带均为动量的二次方型，其与两节点模型的磁电阻有相同的磁

场强度依赖关系。图 3-4 给出了最具代表性的两节点模型磁电阻率结果。 

 

图 3-3 量子极限下两节点模型中的霍尔电导率。其中黑色实线为霍尔电导率的总值，虚线为

(3-77)式中各项的贡献。计算中使用的模型参数为：𝑀 =5 eV (nm)2，𝐴 =0.5 eV nm，𝑘𝑤 =0.1 

nm-1。载流子浓度𝑛0取为 10-4 nm-3。 

Fig. 3-3 Hall conductivity of the two-node model in the quantum limit. The black solid line denotes 

the total Hall conductivity, and the dashed lines represent the contributions from each term in Eq. (3-

77). The model parameters used in the calculations are 𝑀 =5 eV (nm)2, 𝐴 =0.5 eV nm, and 

𝑘𝑤 =0.1 nm-1. The carrier concentration 𝑛0 is taken as 10-4 nm-3. 
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两节点模型的纵向磁电阻对磁场强度的依赖会随系统中杂质的类型变化而变

化。如图 3-4 (a)所示，当系统中 δ 势能型杂质主导时（𝑑 = 0），纵向磁电阻率为磁

场强度𝐵的二次方型。随着高斯势能衰减长度𝑑不断变大，磁电阻率将从𝐵的二次方

 

图 3-4 量子极限下两节点模型中磁电阻对磁场强度的依赖关系。(a)高斯势能型杂质主导时，

两节点外尔/狄拉克半金属中的纵向磁电阻率随高斯势能衰减长度变化的情况。衰减长度𝑑的

取值分别为 0、1、2、3、4、5 nm。载流子浓度𝑛0取为 10-4 nm-3。(b)屏蔽库伦势能型杂质主

导时，不同情况下纵向磁电阻率对磁场强度的依赖关系。(c)和(d)分别为高斯势能型杂质和屏

蔽库伦势能型杂质主导时两节点外尔/狄拉克半金属中的横向磁电阻率。其中红线为载流子浓

度𝑛0取为 10-5 nm-3 时，蓝线为载流子浓度𝑛0取为 10-4 nm-3 时。(c)图中高斯势能衰减长度𝑑的

取值分别为 1 nm 和 5 nm。所有图中高斯势能型杂质模型参数𝑛𝑖𝑢0
2均取为 1 eV2 nm3，屏蔽库

伦势能型杂质浓度𝑛𝑖取为0.1𝑛0。其余模型参数与图 3-3 一致。 

Fig. 3-4 Magnetic field dependence of the quantum-limit magnetoresistance. (a) Longitudinal 

magnetoresistivity of two-node Weyl/Dirac semimetals as functions of the decay length when the 

Gaussian-type impurities dominate. The decay length 𝑑 is taken as 0, 1, 2, 3, 4, and 5 nm, 

respectively. The carrier concentration 𝑛0 is taken as 10-4 nm-3. (b) Magnetic field dependence of 

the longitudinal magnetoresistivity when the screened-Coulomb-type impurities dominate. (c) and 

(d) are the transverse magnetoresistivity with Gaussian-type impurities dominance, and screened-

Coulomb-type impurities dominance, respectively. The carrier concentrations are 10-5 and 10-4 nm-3 

for red and blue lines, respectively. The decay length in (c) is taken as 1 nm and 5 nm. Gaussian-type 

impurity parameter 𝑛𝑖𝑢0
2 is taken as 1 eV2 nm3 for all, and concentration 𝑛𝑖 of the screened-

Coulomb-type impurities is taken as 0.1𝑛0. Other parameters are the same as those in Fig. 3-3. 
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型变为𝐵的线性依赖。当屏蔽库伦势能型杂质占主导时，磁电阻是随磁场强度非单

调变化的，但在一些情况下仍能得到简单的依赖关系，如图 3-4 (b)所示。在德拜屏

蔽半径十分大时（即𝜅十分小），纵向磁电阻将随磁场增强而变大。而在德拜屏蔽半

径十分小时（即𝜅十分大），纵向磁电阻将随磁场增强而减小。 

另一方面，对于本章中所研究的三个系统，当载流子浓度较低时，屏蔽半径较

大的库伦势能型杂质或衰减长度较大的高斯势能型杂质均能带来线性的横向磁电

阻，如图 3-4 (c)和(d)所示。但是当载流子浓度变大时，两节点模型以及三维电子

气中的磁电阻均偏离原本对磁场强度的线性依赖关系。 

虽然以上计算和讨论是基于无时间反演对称性的哈密顿量(3-18)式和(3-19)式，

但上述结论不仅适用于被这些模型描述的外尔半金属同样也适用于相应的狄拉克

半金属。首先对于单节点模型，(3-18)式的时间反演对称部分的磁电阻与(3-18)式相

同，因此上述结论同样成立。而对于两节点模型，在量子极限下(3-19)式的时间反

演对称部分的最低朗道能带将会完全位于费米能量下方，即仅有(3-19)式的贡献，

因此不会对以上结果造成影响。 

最后，需要强调的是以上结果为杂质强度较弱的情况下得到的。研究表明强势

能杂质能够在能带中引入共振态[189,190]，这些共振态会带来一些独特的光电导特征
[191,192]。强磁场下杂质共振态对磁电阻的影响还有待于探索。 

3.6 本章小结 

本章重点研究了量子极限下外尔和狄拉克半金属中磁电阻对磁场强度的依赖

关系。本章的磁电阻的计算完全从量子理论出发，因此能带结构和杂质势能对磁电

阻的影响被自然的考虑在内。在以往的研究中，线性磁电阻一直被当作线性能谱的

独有特征，通过本章的研究可以看到线性磁电阻同样可以出现在拥有二次方型色

散的系统中。此外，通过本章的研究还可以发现：对于高斯势能型杂质主导的系统，

横向和纵向磁电阻都可能线性正比于磁场强度，而对于屏蔽库伦势能型杂质主导

的系统，只有横向磁电阻会与磁场强度呈线性关系。以上这些发现很好地解释了实

验上观测到的一些现象，并给量子极限下的磁电阻带来了新的见解。 
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第 4 章 电荷密度波导致的三维量子霍尔效应 

4.1 引言 

作为凝聚态物理中最为重要的发现之一，量子霍尔效应通常只能出现在强磁

场下的二维材料中。对于强磁场中的二维材料，当费米能量位于两个朗道能级之间

时，材料内部的态是绝缘的，而边界态对输运的贡献会产生量子霍尔效应。但对于

强磁场中的三维材料，费米能量总会切过一维的朗道能带，因此材料的内部为导电

态，进而导致量子霍尔效应无法形成。自从量子霍尔效应发现以来，研究者一直在

尝试实现三维材料中的量子化输运[193–196]。近年来，三维量子霍尔效应的研究取得

了相当大的进展，其实现机制可以分为两种。 

第一种为通过三维拓扑材料的棱边态来实现三维量子霍尔效应，其中最具有

代表性的即为强磁场下外尔半金属中费米弧贡献的量子霍尔效应[197]。外尔半金属

中一个表面上的费米弧因为其动量的限制条件因此无法在磁场中完成回旋运动

（即无法形成朗道能级）。但两个表面上的费米弧可以共同支持一个完整的回旋运

动从而产生量子霍尔效应。在实空间中，当施加垂直方向的磁场时，电子将在上表

面进行半个回旋运动，之后隧穿到下表面继续完成整个回旋运动。这种费米弧支持

的量子霍尔效应的特征为：两个拥有相反输运方向的棱边态会分别出现在两个相

对的表面上，如图 4-1 (a)所示，其量子化的电阻和二维系统中量子霍尔效应的相

同。这种三维量子霍尔效应可以在 Cd3As2材料中实现的。但是狄拉克半金属 Cd3As2

的一个表面上拥有一对时间反演对称的费米弧的，因此在实验测量中需要使用契

型样品[198]，即通过在不同位置测量的量子霍尔平台随测量位置厚度的偏移来确认

量子霍尔效应来自上下表面费米弧的共同支持。 

另一种实现三维量子霍尔效应的方法为：在沿磁场的方向引入周期性势能并

在费米能量处打开能隙。和拓扑材料中棱边态实现的三维量子霍尔效应不同，周期

性势能打开能隙而导致的三维量子霍尔效应拥有的量子化电阻率为 

𝜌𝑥𝑦 =
ℎ

𝑒2
𝜆 (4-1) 

其中𝜆为磁场方向势能的周期。早在 1987 便已经有理论提出了这种三维量子霍尔

效应的存在[194]，但直到 2019 年的实验中才在 ZrTe5 材料中真正观测到这种新奇的

物理现象[148]。周期性势能打开能隙引入的量子霍尔效应其物理图像类似于许多形

成二维量子霍尔效应的二维电子气沿磁场方向的堆叠，如图 4-1 (b)所示，但其量子

化的电阻值远远大于实验上通过堆叠二维电子气的方法实现的量子化电阻，在

ZrTe5 的实验上中三维量子霍尔效应有上万条的量子化通道[148]。材料系统中打开费
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米能量处能隙的周期性势能一般被认为是电荷密度波（charge density wave）或自

旋密度波（spin density wave）引入的，其中 ZrTe5 的实验中密度波是在强磁场下出

现的。 

本章将给出由电荷密度波机制导致的三维量子霍尔效应的理论，并解释 ZrTe5

的三维量子霍尔效应实验中的一些关键问题。首先，4.2 节将解释为什么沿磁场方

向的周期性势能和费米能量处的能隙能够带来三维量子霍尔效应。4.3 节将给出

ZrTe5 的低能有效模型以及其朗道能带。4.4 节将推导在量子极限下形成的电荷密

度波，并分别讨论电子-声子相互作用和电子-电子相互作用在最低朗道能带引入能

隙。4.5 节将结合 ZrTe5 中三维量子霍尔效应实验，研究其中电荷密度波的性质以

及其导致的非欧姆电流-电压关系。最后 4.6 节将对本章的内容进行总结并讨论。 

4.2 三维量子霍尔效应的机制 

三维量子霍尔效应所必须的条件为沿磁场方向的周期性势能和费米能量处的

能隙。这里以三维电子气为例来简单介绍三维霍尔效应的形成。从上一章 3.5.2 小

节可知，在量子极限下三维电子气的霍尔电导率为 

𝜎𝑥𝑦 = −
𝑒2

ℏ
𝑙𝐵
2

1

𝑉
∑ 𝑛𝐹(𝐸𝑘𝑧,0)

𝑘𝑧,𝑘𝑥

 

= −
𝑒2

ℏ
∫

𝑑𝑘𝑧

(2𝜋)2

𝑘𝐹

−𝑘𝐹

(4-2) 

可以看到以上结果正比于𝑘𝐹，而在量子极限下𝑘𝐹 = 𝜋𝑛0/𝑁𝐿，即反比于磁场强度𝐵。

 

图 4-1 三维量子霍尔效应的两种机制。(a)外尔半金属中上下表面费米弧共同贡献的棱边态导

致的三维量子霍尔效应。(b)左图为普通材料中费米能量总会切过朗道能带。右图为电荷密度

波（CDW）产生能隙导致的三维量子霍尔效应。 

Fig. 4-1 Two mechanisms of the three-dimensional quantum Hall effect. (a) Three-dimensional 

quantum Hall effect contributed by the hinge states from the Fermi arcs of the top and bottom 

surfaces of Weyl semimetal. (b) Left figure shows that the Fermi energy always crosses the Landau 

bands in the normal materials. Right figure shows the three-dimensional quantum Hall effect 

induced by the charge density wave (CDW) opened gap. 
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当引入周期性条件后，系统的能带会折叠到第一布里渊区，因此只需积分第一布里

渊区中的𝑘𝑧即可。但是加入周期性条件并不会对霍尔电导造成变化。如果周期性势

能同时在费米能量处打开了能隙，则只需将完全填充的能带中的态进行积分即可，

此时有 

𝜎𝑥𝑦 = −
𝑒2

ℏ
∫

𝑑𝑘𝑧

(2𝜋)2

𝜋
𝜆

−
𝜋
𝜆

 

= −
𝑒2

ℎ

1

𝜆
(4-3) 

其中𝜆为沿磁场方向势能的周期。由于费米能量位于能隙之中，系统中横向以及纵

向磁电导均为零，因此可以得到(4-1)式的量子电阻率。 

4.3 ZrTe5的低能有效模型 

基于第一性原理计算和对称性分析[153,199,200]，可以得到 ZrTe5 的低能有效哈密

顿量为 

𝐻(𝒌) = 𝑚(𝒌)𝜏𝑧 ⊗ 𝜎0 + ℏ𝑣𝑥𝑘𝑥𝜏𝑥 ⊗ 𝜎𝑧 + ℏ𝑣𝑦𝑘𝑦𝜏𝑦 ⊗ 𝜎0 + ℏ𝑣𝑧𝑘𝑧𝜏𝑥 ⊗ 𝜎𝑥 (4-4) 

其中 

𝑚(𝒌) = 𝑀0 + 𝑀1(𝑣𝑥𝑘𝑥 + 𝑣𝑦𝑘𝑦) + 𝑀𝑧𝑘𝑧
2 (4-5) 

这里的𝑀0、𝑀1、𝑀𝑧、𝑣𝑥、𝑣𝑦、𝑣𝑧均为模型参数。这个哈密顿量即为有质量的狄拉

克粒子哈密顿量，质量项即为𝑚(𝒌)。ZrTe5 是一种位于相变点附近的材料，根据具

体样品的差异，它在一些实验中被报道为拓扑绝缘体，而在另一些实验中被报道为

狄拉克半金属。因此其能带结构十分适合用狄拉克粒子哈密顿量来描述。 

使用第二章求解朗道能带的方法可以得到：当取磁场𝑩的方向为𝑧时，以上哈

密顿量的最低朗道能带为 

𝐸𝑘𝑧,0± = ±√(ℏ𝑣𝑧𝑘𝑧)2 + 𝑚𝑘𝑧

2 (4-6) 

其中 

𝑚𝑘𝑧
= 𝑀0 + 𝑀1𝑣𝑥𝑣𝑦/𝑙𝐵

2 + 𝑀𝑧𝑘𝑧
2 (4-7) 

在实验中使用的 ZrTe5 样品的费米能量为正，在量子极限下费米能量仅切过𝐸𝑘𝑧,0+

能带。为了确定系统进入量子极限时磁场和载流子浓度的关系，能量高于𝐸𝑘𝑧,0+能

带且距其最近的能带 

𝐸𝑘𝑧,1+ ≈ √(𝑀0 + 3𝑀1𝑣𝑥𝑣𝑦/𝑙𝐵
2)

2
+ 2𝑣𝑥𝑣𝑦ℏ2/𝑙𝐵

2 (4-8) 
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4.4 最低朗道能带的电荷密度波 

在 ZrTe5 的三维量子霍尔效应实验中，量子化的电阻平台仅出现在系统进入量

子极限之后，因此电荷密度波是在最低朗道能带形成的。本节将用平均场近似的方

法研究位于最低朗道能带的态因电子-声子相互作用或电子-电子相互作用而产生

的电荷密度波，并给出相应能隙的计算方法以及电荷密度空间分布表达式的推导。 

4.4.1 电子-声子相互作用 

声子为晶格中原子震动的集体激发，其哈密顿量可以写为 

𝐻𝑝 = ∑ℏ𝜔𝒒𝑎𝒒
†𝑎𝒒

𝒒

(4-9) 

这里𝑎𝒒
†和𝑎𝒒分别为能量为ℏ𝜔𝒒的声子的产生算符和湮灭算符。系统中电子和声子之

间的相互作用即为 

𝐻𝑒𝑝 = ∑ 𝐴𝒒𝑐𝑘𝑥+𝑞𝑥,𝑘𝑧+𝑞𝑧

† 𝑐𝑘𝑥,𝑘𝑧
(𝑎−𝒒

† + 𝑎𝒒)

𝑘𝑥,𝑘𝑧,𝒒

(4-10) 

其中𝑐𝑘𝑥,𝑘𝑧

† 、𝑐𝑘𝑥,𝑘𝑧
为最低朗道能带上指标为𝑘𝑥 , 𝑘𝑧的电子的产生、湮灭算符。上式中

三个相乘的产生湮灭算符的含义为电子吸收或释放一个声子产生的动量变化。上

式中[201] 

𝐴𝒒 = −𝑖𝑞𝑉𝒒√
ℏ

2𝑀𝜔𝒒
(4-11) 

𝑀为离子的质量，𝑉𝒒为电子和离子之间的势能，其表达式为 

𝑉𝒒 = −
𝑍𝑒2

𝜀(𝑞2 + 𝜅2)
(4-12) 

其中𝑍𝑒为离子所带电荷量，𝑞 = √𝑞𝑥
2 + 𝑞𝑦

2 + 𝑞𝑧
2。因此系统电子部分的哈密顿量为 

𝐻 = 𝐻𝑒 + 𝐻𝑒𝑝 (4-13) 

其中无相互作用的电子哈密顿量𝐻𝑒为 

𝐻𝑒 = ∑ 𝐸𝑘𝑧,0+𝑐𝑘𝑥,𝑘𝑧

† 𝑐𝑘𝑥,𝑘𝑧

𝑘𝑥,𝑘𝑧

(4-14) 

这里𝐸𝑘𝑧,0+为单电子能谱，即最低朗道能带。在电子-声子相互作用哈密顿量𝐻𝑒𝑝中，

对于最低朗道能带，费米能量上的态的𝑘𝑧仅可取±𝑘𝐹（为使公式表达清晰，本章中

所有𝑘𝐹均表示正值），因此(4-10)式中的𝑞𝑧只能取±𝑘𝐹的差值。但不同于传统的一维

系统中的电荷密度波，磁场中朗道能带为简并度为𝑁𝐿的一维能带，其中的态除了

𝑘𝑧指标外还额外拥有量子数𝑘𝑥，因此(4-10)式中的𝑞𝑥的取值是不受限制的。这里取
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𝑞𝑥为零后做平均场近似有 

𝐻 ≈ ∑ (𝐸𝑘𝑧,0+𝑐𝑘𝑥,𝑘𝑧

† 𝑐𝑘𝑥,𝑘𝑧
+ |Δ|𝑒𝑖𝜙𝑐𝑘𝑥,𝑘𝑧+2𝑘𝐹

† 𝑐𝑘𝑥,𝑘𝑧
+ |Δ|𝑒−𝑖𝜙𝑐𝑘𝑥,𝑘𝑧−2𝑘𝐹

† 𝑐𝑘𝑥,𝑘𝑧
)

𝑘𝑥,𝑘𝑧

(4-15) 

其中 

|Δ|𝑒𝑖𝜙 = ∑𝐴(0,𝑞𝑦,2𝑘𝐹) (⟨𝑎(0,𝑞𝑦,−2𝑘𝐹)
† ⟩ + ⟨𝑎(0,𝑞𝑦,2𝑘𝐹)⟩)

𝑞𝑦

(4-16) 

相比一维系统中的电荷密度波，在这里的推导中需要处理额外的量子数𝑘𝑥，但取𝑞𝑥

为零后，仍可参照一维系统中的一些处理方法[201]。由于费米能量处的态仅可取

𝑘𝑧 = 𝑘𝐹或−𝑘𝐹，当仅考虑费米能量附近的态时，以上哈密顿量可以写为 

𝐻 = ∑ [𝐸𝛿𝑘𝑧,+
𝑙 𝑐𝑘𝑥,𝛿𝑘𝑧,+

† 𝑐𝑘𝑥,𝛿𝑘𝑧,+ + 𝐸𝛿𝑘𝑧−
𝑙 𝑐𝑘𝑥,𝛿𝑘𝑧,−

† 𝑐𝑘𝑥,𝛿𝑘𝑧,−

𝑘𝑥,𝛿𝑘𝑧

 

+|Δ|𝑒𝑖𝜙𝑐𝑘𝑥,𝛿𝑘𝑧,+
† 𝑐𝑘𝑥,𝛿𝑘𝑧,− + |Δ|𝑒−𝑖𝜙𝑐𝑘𝑥,𝛿𝑘𝑧,−

† 𝑐𝑘𝑥,𝛿𝑘𝑧,+] (4-17) 

这里产生湮灭算符𝑐𝑘𝑥,𝛿𝑘𝑧,±
† 、𝑐𝑘𝑥,𝛿𝑘𝑧,±中的+和−分别代表在𝑘𝑧 = 𝑘𝐹和𝑘𝑧 = −𝑘𝐹附近

态的产生和湮灭，而𝛿𝑘𝑧为态偏离费米能量处的大小。此外，𝐸𝛿𝑘𝑧,±
𝑙 为将费米能量处

定为零点能量后线性化的能谱，即 

𝐸𝛿𝑘𝑧,±
𝑙 = ±ℏ𝑣𝑘𝐹

𝛿𝑘𝑧 (4-18) 

其中速度𝑣𝑘𝐹
为 

𝑣𝑘𝐹
=

1

ℏ

𝑑𝐸𝑘𝑧,0+

𝑑𝑘𝑧
|
𝑘𝑧=𝑘𝐹

 

=
ℏ𝑣𝑧𝑘𝐹 + 2𝑀𝑧𝑘𝐹𝑚𝑘𝐹

ℏ√(ℏ𝑣𝑧𝑘𝐹)2 + 𝑚𝑘𝐹

2

(4-19)
 

为了对角化(4-17)式，定义算符 

𝛾𝑘𝑥,𝛿𝑘𝑧,+ = 𝑈𝑒−𝑖𝜙𝑐𝑘𝑥,𝛿𝑘𝑧,+ − 𝑉𝑒𝑖𝜙𝑐𝑘𝑥,𝛿𝑘𝑧,− (4-20) 

𝛾𝑘𝑥,𝛿𝑘𝑧,− = 𝑉𝑒−𝑖𝜙𝑐𝑘𝑥,𝛿𝑘𝑧,+ + 𝑈𝑒𝑖𝜙𝑐𝑘𝑥,𝛿𝑘𝑧,− (4-21) 

由归一化条件可得：系数𝑈、𝑉的限制条件为𝑈2 + 𝑉2 = 1。将(4-17)式以𝛾𝑘𝑥,𝛿𝑘𝑧,±
† 和

𝛾𝑘𝑥,𝛿𝑘𝑧,±表示后，取对角化条件即可得到系数 

𝑈2 =
1

2

(

 1 −
𝐸𝛿𝑘𝑧,+

𝑙

√(𝐸𝛿𝑘𝑧,+
𝑙 )

2
+ |Δ|2

)

 (4-22) 

𝑉2 =
1

2

(

 1 +
𝐸𝛿𝑘𝑧,+

𝑙

√(𝐸𝛿𝑘𝑧,+
𝑙 )

2
+ |Δ|2

)

 (4-23) 
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此时，对角化的哈密顿量为 

𝐻 = ∑ 𝐸𝛿𝑘𝑧
(𝛾𝑘𝑥,𝛿𝑘𝑧,+

† 𝛾𝑘𝑥,𝛿𝑘𝑧,+ + 𝛾𝑘𝑥,𝛿𝑘𝑧,−
† 𝛾𝑘𝑥,𝛿𝑘𝑧,−)

𝑘𝑥,𝛿𝑘𝑧

(4-24) 

其中 

𝐸𝛿𝑘𝑧
= sign(𝛿𝑘𝑧)√(ℏ𝑣𝑘𝐹

𝛿𝑘𝑧)
2
+ |Δ|2 (4-25) 

因此费米能量附近的能谱为𝐸𝐹 + 𝐸𝛿𝑘𝑧
，即费米能量处有了大小为2|Δ|的能隙，如图

4-2 所示。 

在以上推导中，|Δ|为电荷密度波相变的序参量（order parameter），它可以通过

自洽的数值计算求出。首先，平均场近似处理后系统的总能量为|Δ|的函数。系统

的基态能量即为通过(4-24)式将电子占据态的能量求和，再加上声子的能量（即平

均场近似处理后的(4-9)式）。因为在以上推导中对费米能量附近的能谱做了线性化

处理，这里计算中仅考虑费米能量附近态的总能量即可（远离费米能量的态与相变

前无差异）。数值计算取基态能量最低时即可得到|Δ|。 

基态波函数为 

|Ψ0⟩ = ( ∏ 𝛾𝑘𝑥,𝛿𝑘𝑧,+
† 𝛾𝑘𝑥,𝛿𝑘𝑧,−

†

𝑘𝑥,𝛿𝑘𝑧<0

) |0⟩ (4-26) 

因此电子的密度为[201] 

𝜌(𝒓) = ⟨Ψ0|ψ
∗(𝒓)ψ(𝒓)|Ψ0⟩ (4-27) 

其中 

 

图 4-2 由电荷密度波在费米能量处打开的能隙。其中黄色实线为无相互作用的最低朗道能

带，绿色实线为加入相互作用后打开能隙的最低朗道能带。 

Fig. 4-2 Band bap in the Fermi energy induced by charge density wave. The yellow solid line 

indicates the lowest Landau band without interactions, and the green solid line is the gapped lowest 

Landau band when the interactions are considered. 
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ψ(𝒓) = ∑
𝑒

𝑖𝑘𝑥𝑥−
1
2
(
𝑦
𝑙𝐵

−𝑘𝑥𝑙𝐵)
2

√𝑙𝐵√𝜋

[𝑒𝑖(𝑘𝐹+𝛿𝑘𝑧)𝑧𝑐𝑘𝑥,𝛿𝑘𝑧,+
† + 𝑒−𝑖(𝑘𝐹+𝛿𝑘𝑧)𝑧𝑐𝑘𝑥,𝛿𝑘𝑧,−

† ]

𝑘𝑥,,𝛿𝑘𝑧

(4-28) 

结合以上三个式子以及之前推导得到的系数𝑈、𝑉的值，可以得到 

𝜌(𝒓) = ∑
𝑒

−(
𝑦
𝑙𝐵

−𝑘𝑥𝑙𝐵)
2

√𝑙𝐵√𝜋𝑘𝑥,,𝛿𝑘𝑧
[
 
 
 

1 +
|Δ|

√(ℏ𝑣𝑘𝐹
𝛿𝑘𝑧)

2
+ |Δ|2

cos(2𝑘𝐹𝑧 + 𝜙)

]
 
 
 

(4-29) 

虽然在以上计算中最低朗道能带的波函数与一维电子气的波函数差异很大，但从

上式可以看出电子密度在空间的分布有电荷密度波的典型特征，即一部分电子在

空间中均匀分布而另一部分沿𝑧方向周期性分布。 

4.4.2 电子-电子相互作用 

除了电子和声子之间的相互作用可以导致电荷密度波外，电子和电子之间的

相互作用也能导致电荷密度波的出现。电子-电子相互作用哈密顿量的一般形式为 

𝐻𝑒𝑒 =
1

2
∑ ⟨𝑘|⟨𝑙|𝑈̂|𝑚⟩|𝑛⟩𝑐𝑘

†𝑐𝑙
†𝑐𝑛𝑐𝑚

𝑘,𝑙,𝑚,𝑛

(4-30) 

其中𝑘、𝑙、𝑚、𝑛均为态的指标。𝑐𝑚
† 和𝑐𝑚分别为电子的产生和湮灭算符，上式中的

𝑐𝑘
†𝑐𝑙

†𝑐𝑛𝑐𝑚即表示𝑚和𝑛两个态湮灭后产生𝑙和𝑘两个态。𝑈̂为库伦相互作用的算符形

式。这里的𝑈̂和上一章中的库伦势能不同，之前的库伦势能为一个电子感受到的势

能，而这里的库伦相互作用为两个电子之间的势能。因此𝑈̂为一个两体算符，

⟨𝑙|𝑈̂|𝑚⟩为一个单体算符，只有⟨𝑘|⟨𝑙|𝑈̂|𝑚⟩|𝑛⟩才不再是算符。上式中出现的1/2是因

为求和包含了全部的态，而全部的相互作用数目为态数目的一半，因此需要乘上因

子1/2。在空间坐标表象下有 

⟨𝑘|⟨𝑙|𝑈̂|𝑚⟩|𝑛⟩ = ∫ ∫ 𝑑𝒓1𝑑𝒓2⟨𝑘|𝒓1⟩⟨𝑙|𝒓2⟩𝑈(𝒓1, 𝒓2)⟨𝒓1|𝑛⟩⟨𝒓2|𝑚⟩ (4-31) 

上式中屏蔽库伦势能为 

𝑈(𝒓1, 𝒓2) =
𝑒2

4𝜋𝜀|𝒓1 − 𝒓2|
𝑒−𝜅|𝒓1−𝒓2| 

= ∫
𝑑𝒒

(2𝜋)3
𝑢(𝒒)𝑒𝑖𝒒⋅(𝒓1−𝒓2) (4-32) 

其中 

𝑢(𝒒) =
𝑒2

𝜀(𝑞2 + 𝜅2)
(4-33) 

屏蔽库伦势能的表达式和第三章中出现的并无区别，倒德拜屏蔽半径𝜅同样可以通

过(3-55)式计算得到。取𝑘、𝑙、𝑚、𝑛均为最低朗道能带的量子数时（相应的波函数
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即与 3.4 节计算中用到的相同）可以得到 

𝐻𝑒𝑒 =
1

2𝑉
∑ 𝑢(𝒒)𝑒−

1
2
𝑙𝐵
2 [𝑞𝑥

2+𝑞𝑦
2−2𝑖𝑞𝑥𝑞𝑦+2𝑖𝑞𝑦(𝑘𝑥

′ −𝑘𝑥)]𝑐𝒌⊥+𝒒⊥

† 𝑐
𝒌⊥

′ −𝒒⊥

† 𝑐𝒌⊥
′ 𝑐𝒌⊥

𝒌⊥,𝒌⊥
′ ,𝒒

(4-34) 

上式中𝒌⊥ = (𝑘𝑥, 𝑘𝑧)。和之前的处理一样，这里同样假设𝑞𝑧 = ±2𝑘𝐹且𝑞𝑥 = 0的项最

重要，由平均场近似可以给出 

𝐻𝑒𝑒 ≈ ∑ (|Δ|𝑒𝑖𝜙𝑐𝑘𝑥,𝑘𝑧+2𝑘𝐹

† 𝑐𝑘𝑥,𝑘𝑧
+ |Δ|𝑒−𝑖𝜙𝑐𝑘𝑥,𝑘𝑧−2𝑘𝐹

† 𝑐𝑘𝑥,𝑘𝑧
)

𝑘𝑥,𝑘𝑧

(4-35) 

其中 

|Δ|𝑒𝑖𝜙 = ∑
𝑢(0, 𝑞𝑦, −2𝑘𝐹)

2𝑉
𝑒−

1
2
𝑙𝐵
2 [𝑞𝑦

2+2𝑖𝑞𝑦(𝑘𝑥
′ −𝑘𝑥)] ⟨𝑐

𝑘𝑧
′−2𝑘𝐹,𝑘𝑥

′
† 𝑐𝑘𝑧

′ ,𝑘𝑥
′ ⟩

𝑘𝑥
′ ,𝑘𝑧

′ ,𝑞𝑦

(4-36) 

与前面电子-声子相互作用导致的电荷密度波相比，经平均场近似后两者拥有同样

形式的互作用哈密顿量，但|Δ|的产生机制和计算方法不同。因此电子-电子相互作

用导致的电荷密度波和电子-声子相互作用导致的电荷密度波形式相同，即(4-24)式

哈密顿量所描述情况。但对于电子-电子相互作用的情况，计算最低基态能量求|Δ|

时，基态能量的表达式无需再考虑声子的部分，其直接根据(4-24)式的能谱求和所

有电子占据态的能量即可。 

4.5 ZrTe5中的电荷密度波和三维量子霍尔效应 

选取合适的模型参数为理论计算解释实验的重要的一步。在实验中使用的

ZrTe5 样品的载流子浓度𝑛0位于 1016 cm-3 到 1016 cm-3 之间[148]。在理论计算中，取

𝑛0为 8.87× 1016 cm-3，取哈密顿量(4-4)式中的模型参数参数为：𝑣𝑥 = 9× 105 m/s、

𝑣𝑦 = 1.9× 105 m/s、𝑣𝑧 = 0.3× 105 m/s、𝑀0 = − 4.7 meV、𝑀1𝑣𝑥𝑣𝑦 = 150 meV nm2、

𝑀𝑧 =1.5 meV nm2。通过第二章 2.2 节给出的方法，由min(𝐸𝑘𝑧,1+) = 𝐸𝑘𝐹,0+可以得

到系统进入量子极限时的临界磁场强度为 1.3 T，这与实验中的数据十分接近[148]，

因此上述模型参数能够很好地描述实验中使用的 ZrTe5 样品。 

通过之前两章的研究可知：在量子极限下，一般载流子浓度是固定的而费米波

矢𝑘𝐹的大小是随磁场强度变化的。随磁场变化的费米波矢无法提供不随磁场变化

的量子化电阻，实验中观测到的量子化霍尔平台需要用𝑘𝐹固定的公度电荷密度波

（commensurate charge density wave）来解释。由(4-29)式可知，电荷密度沿磁场方

向的周期为 

𝜆 =
2𝜋

2𝑘𝐹
=

𝜋

𝑘𝐹
(4-37) 

而量子化的磁电阻(4-1)式正比于𝜆。在量子极限下，𝑘𝐹反比于磁场强度𝐵，因此得
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到的量子化霍尔电阻将正比于磁场强度𝐵。实验中观测到的量子霍尔电阻率和横向

磁电阻率如图 4-3 (a)所示[148]，图中的霍尔平台意味着𝜆并没有随磁场强度发生变

化。因此，在电荷密度波存在的磁场强度范围内，ZrTe5 样品的费米波矢为固定的

而其载流子浓度发生了变化。实验中得到的𝜆大约为 ZrTe5 沿磁场方向晶体层间距

离的 8 倍[148]，因此电荷密度波为公度的，即其长度周期为系统原本晶体周期的整

数倍。图 4-3 (b)为公度电荷密度波在动量空间的周期2𝜋/𝜆与原周期2𝜋/𝑎的关系示

意图，其实空间的周期如图 4-3 (c)所示。非公度电荷密度波的长度周期为系统原本

晶体周期的非整数倍。结合 4.4 节给出的公式数值计算可得由电子-电子相互作用

引入的|Δ|远小于电子-声子相互作用引入的|Δ|，如图 4-3 (d)和(e)所示。因此 ZrTe5

中的电荷密度波很可能是由电子-声子相互作用引入的。图 4-3 (e)和(f)分别为系统

的基态能量以及|Δ|随磁场强度的变化，其中紫红色和绿色线段分别为由公度和非

公度电荷密度波计算得到的结果（其中实线为系统中可能发生的情况）。可见，在

量子霍尔效应发生的磁场强度区间，形成公度电荷密度波时系统拥有更低的基态

能量和更大的能隙。 

在 ZrTe5 的实验中并未观测到由非公度电荷密度波支持的三维量子霍尔效应。

这里的非公度电荷密度波中是指其𝜆正比于磁场强度𝐵。当𝜆 ∝ 𝐵时，霍尔电阻虽然

正比于𝐵但它是“量子化”的。这是因为系统的费米能量位于能隙之中，霍尔电阻

率由(4-1)式所描述而横向磁电阻为零。这种伴随着零横向磁电阻且正比于𝐵的霍尔

电阻尚未被实验观测到。 

电荷密度波在 ZrTe5 中存在的另一个证据为非欧姆的电流-电压关系（non-

Ohmic current-voltage relation）。对于形成电荷密度波的系统，沿电荷密度波形成方

向的电流分为两部分，即 

𝐼 = 𝐼𝑁 + 𝐼𝐶𝐷𝑊 (4-38) 

其中𝐼𝑁为符合欧姆定律的普通电流，它由没有形成集体激发的电子贡献，如(4-29)

式中的第一项以及能带展宽部分的电子。𝐼𝐶𝐷𝑊为电子集体激发的贡献，它是非欧姆

的。对于集体激发贡献的𝐼𝐶𝐷𝑊，只有在沿电荷密度波的方向上施加的电压达到一定

强度时才会出现。此外，温度升高将会降低触发有限大小𝐼𝐶𝐷𝑊的临界电压的大小。

因此在实验中施加激发电流较小且温度较低时，𝐼𝐶𝐷𝑊 = 0，有此时有符合欧姆定律

的电流和电压关系，而不断增大激发电流或升高温度时会出现由𝐼𝐶𝐷𝑊导致的非欧

姆电流-电压关系。 

目前实验上仅在 ZrTe5 中观测到了三维量子霍尔效应，且是在系统位于量子极

限下的情况下。在以上理论研究的基础上，这里将进一步探讨尚未在实验中观测到

的其他新奇现象。 
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电荷密度波是系统内部电子自发形成，它与外界引入的周期性势能不完全相

同。在系统未进入量子极限的磁场强度范围内，周期性势能无法支持三维量子霍尔

效应[202]。虽然周期性势能在最低朗道能带的不同能量处都打开了能隙，但高能量

处的能隙中存在朗道指标𝑛大于或等于1的能带。同样，周期性势能在𝑛大于或等于

1的能带中打开的能隙中也存在𝑛比较小的能带。因此，系统中只有位于能量最低

处的能隙可能存在，即只有在量子极限下可能出现三维量子霍尔效应。而电荷密度

波本质上是由相互作用产生的，在未进入量子极限的磁场强度范围内，费米能量处

多条能带同时打开能隙也是可能的，即费米能量处每条能带的态都各自形成了电

 

图 4-3 ZrTe5 中的三维量子霍尔效应和电荷密度波。(a)实验中测量到的霍尔电阻率和横向磁电

阻率[148]。(b)公度电荷密度波在动量空间的周期示意图。(c)公度电荷密度波在实空间的周期

示意图。(d)系统中电子-电子相互作用导致的序参量大小。(e)电子-声子相互作用导致的公度

（comm.）和非公度（incomm.）电荷密度波的序参量随磁场强度的变化。(f)系统中形成公度

和非公度电荷密度波时的基态能量随磁场强度的变化。 

Fig. 4-3 Three-dimensional quantum Hall effect and charge density wave in ZrTe5. (a) Hall 

resistivity and transverse magnetoresisitivity measured in the experiment[148]. (b) Schematic diagram 

of the periodic length of the commensurate charge density wave. in the momentum space. (c) 

Schematic diagram of the periodic length of the commensurate charge density wave in real space. (d) 

Magnetic field strength dependent order parameter of charge density wave induced by electron-

elctron interaction. (e) Magnetic field strength dependent order parameter of the system with 

commensurate and incommensurate charge density wave induced by electron-phonon interaction. (f) 

Magnetic field strength dependent ground state energy of the system with commensurate and 

incommensurate charge density wave.  
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荷密度波。对于这种情况下对应的量子霍尔现象仍有待探索。 

在量子极限下，由电荷密度波支持的三维量子霍尔效应可能会因为不同的机

制而出现大小不同的霍尔平台。如果系统在电荷密度波的𝜆为晶格周期的整数倍时

更趋向于维持固定的费米波矢（即拥有霍尔平台）而𝜆为晶格周期的非整数倍时更

趋向于维持固定的载流子浓度（即霍尔平台不存在），当𝜆从晶格周期的某个整数倍

变化到另一个整数倍时不同大小的霍尔平台将会出现。在上述的不同大小霍尔平

台之间的过渡磁场强度中即可能存在之前描述的非公度电荷密度波支持的三维量

子霍尔效应。另一方面，当分数量子霍尔效应出现时，在量子极限下将会出现不同

大小的霍尔平台。不同平台的霍尔电阻率即正比于相应分数与𝜆的乘积，而位于不

同平台之间的磁场强度范围内，系统的横向磁电阻率不为零。 

4.6 本章小结 

本章研究了出现在量子极限下的电荷密度波，解释了 ZrTe5 中由电荷密度波导

致的三维量子霍尔效应。对于强磁场中的三维材料，能够在费米能量处打开能隙的

周期性势能是形成三维量子霍尔效应的关键，而电荷密度波恰巧具备此特征。最低

朗道能带虽然仅有一个维度上的色散，但和一维系统不同，它有𝑁𝐿的简并度且波

函数是三维的。从本章的推导中可知：在最低朗道能带上可以形成沿磁场方向的电

荷密度波。本章的数值计算表明强磁场下 ZrTe5 中的电荷密度波来源于电子和声子

的相互作用，而量子化的霍尔平台由费米波矢固定的公度电荷密度波支持。本章给

出的电荷密度波机制的三维量子霍尔效应理论有一个罕见且重要的特征，即系统

在一个方向上的序参量和垂直于此方向的平面上的陈数同时由磁场强度调节。 
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第 5 章 反铁磁拓朴绝缘体 MnBi2Te4的输运特性 

5.1 引言 

轴子是在高能物理中提出的一种基础粒子[203]，而轴子绝缘体则是其在凝聚态

物理中的类比实现。轴子绝缘体由于其独特的拓扑磁电效应（ topological 

magnetoelectric effect）和棱边态而备受关注[150,204,205]。和三维拓扑绝缘体的体态类

似，轴子绝缘体的体态也是拓扑非平庸的，但它的各个表面态都是有能隙的。单独

看轴子绝缘体的一个表面，其拥有半整数的霍尔电导。而轴子绝缘体上下表面的棱

边态输运方向是相反的，即分别支持𝑒2/(2ℎ)和−𝑒2/(2ℎ)的霍尔电导。因此上下表

面贡献的总的霍尔电阻为零。由于普通绝缘体在零磁场下霍尔电阻也为零，所以从

实验测量中区分出普通绝缘体和轴子绝缘体是有一定难度的。 

MnBi2Te4 是实验上首次实现的本征反铁磁拓扑绝缘体[72,73]，第一性原理计算

预言偶数层 MnBi2Te4 薄层可能是轴子绝缘体[68,70,71]。MnBi2Te4 有着层状的晶体结

构，其中每一层由 Te-Bi-Te-Mn-Te-Bi-Te 顺序的七个原子层组成，一般将其称作七

重层（详见本章中的模型构造部分）。MnBi2Te4 中的磁性来源于 Mn 原子的贡献
[74,206]，每一个七重层均拥有垂直于层面方向的磁性。沿垂直层面的方向，七重层

通过范德瓦尔斯力结合堆叠形成 MnBi2Te4 晶体，且相邻的两个七重层的磁性方向

相反。当其所处环境温度低于尼尔温度（Néel temperature）时，MnBi2Te4 的反铁磁

结构会使其上下表面均打开能隙，而侧表面态仍为无能隙。当 MnBi2Te4 被制成薄

层时，量子限制（quantum confinement）作用会使其侧表面打开能隙，因此在

MnBi2Te4 薄层中仅存在无能隙的棱边态。表面上棱边态的输运方向取决于表面磁

性的方向。对于奇数层 MnBi2Te4，其上下表面磁性方向相同，因此上下表面的棱

边态共同贡献了整数的霍尔电导。而对于偶数层 MnBi2Te4，其上下表面磁性方向

相反，即上下表面的棱边态共同贡献的霍尔电导为零。 

本章将使用非局域化测量的方法区来分轴子绝缘体和普通绝缘体，并计算

MnBi2Te4 中独特的输运特性。5.2 节将首先构造 MnBi2Te4 的理论模型并研究其表

面态的能谱特征，然后给出在多端口器件中电阻的计算方法。5.3 节将计算六端口

器件的轴子绝缘体上表面和下表面的理论电阻值。5.4 节将数值计算六端口

MnBi2Te4 的非局域化电阻并将其与 5.3 节中得到的结果进行对比。此外 5.4 节还将

进一步探究实验测量中费米能量、杂质以及测量电极厚度对非局域化电阻的影响。

5.5 节将总结本章内容并进一步讨论了轴子绝缘体中的半整数电导。 
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5.2 模型和数值计算方法 

在前面三个章节中使用的低能有效哈密顿量均为没有磁性的连续模型，但是

像 1.3.3 小节中的(1-10)式一样，它们可以通过添加交换场作用项来描述铁磁结构

的系统。然而反铁磁结构的系统是无法用连续模型描述的。本节将在 5.2.1 小节先

给出铁磁结构 MnBi2Te4 七重层的低能有效连续模型，之后在 5.2.2 小节推导出有

限厚度的反铁磁结构 MnBi2Te4 的格点模型并计算相应的表面能带结构。5.2.3 小节

将给出本章中使用的多端口器件以及在此多端口器件中电阻的具体计算方法。 

5.2.1 单个 MnBi2Te4 七重层的哈密顿量 

对于三维的拓扑绝缘体，其连续低能有效哈密顿量为 

𝐻(𝒌) = 𝜖0(𝒌)𝐼4 +

(

 

𝑀(𝒌) 𝑣𝑧𝑘𝑧 0 𝑣𝑘−

𝑣𝑧𝑘𝑧 −𝑀(𝒌) 𝑣𝑘− 0

0 𝑣𝑘+ 𝑀(𝒌) −𝑣𝑧𝑘𝑧

𝑣𝑘+ 0 −𝑣𝑧𝑘𝑧 −𝑀(𝒌))

 (5-1) 

其中𝐼4为四维的单位矩阵，𝑘± = 𝑘𝑧 ± 𝑖𝑘𝑦。上式中 

𝜖0(𝒌) = 𝐶0 + 𝐶1𝑘𝑧
2 + 𝐶2(𝑘𝑥

2 + 𝑘𝑦
2) 

𝑀(𝒌) = 𝑀0 + 𝑀1𝑘𝑧
2 + 𝑀2(𝑘𝑥

2 + 𝑘𝑦
2) (5-2) 

这里𝐶0、𝐶1、𝐶2、𝑀0、𝑀1、𝑀2、𝑣、𝑣𝑧均为模型参数，其中参数𝐶0、𝐶1、𝐶2的作用

为打破粒子空穴对称性，𝑀0、𝑀1、𝑀2的值会影响能带的反转（即决定模型的拓扑

性），𝑣和𝑣𝑧影响不同方向能谱的斜率。虽然这个模型能够很好地描述三维系统中的

能带反转[33]，但其无法直观地标识 MnBi2Te4的反铁磁结构。为了描述 MnBi2Te4 中

铁磁的七重层，在哈密顿量𝐻(𝒌)的基础上添加磁性部分的哈密顿量𝐻𝑒𝑥，即 

𝐻𝑒𝑥 = (

𝑚 0 0 0
0 𝑚 0 0
0 0 −𝑚 0
0 0 0 −𝑚

) (5-3) 

其中𝑚为磁性的强度。𝐻(𝒌) + 𝐻𝑒𝑥即为铁磁拓扑绝缘体模型。 

为了便于将上述连续模型转换为紧束缚模型，可以将(5-1)式重写为 

𝐻(𝒌) = 𝜖0(𝒌)𝐼4 + 𝑣𝑘𝑥Γ1 + 𝑣𝑘𝑦Γ2 + 𝑣𝑧𝑘𝑧Γ3 + 𝑀(𝒌)Γ4 (5-4) 

其中Γ1、Γ2、Γ3、Γ4分别为𝜎𝑥 ⊗ 𝜎𝑥、𝜎𝑦 ⊗ 𝜎𝑥、𝜎𝑧 ⊗ 𝜎𝑥、𝐼2 ⊗ 𝜎𝑧，这里𝐼2为二维的

单位矩阵。 

5.2.2 反铁磁格点模型和 MnBi2Te4能带结构 

MnBi2Te4 的层状结构和磁性结构如图 5-1 (a)所示。为了得到有限厚度的反铁
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磁结构 MnBi2Te4 模型，需要将七重层的哈密顿先写为紧束缚模型的形式，之后将

其转换为实空间的格点模型再添加反铁磁项。 

在构造紧束缚模型之前，需要先确定实空间的格点结构。为了与 MnBi2Te4 晶

体对称性接近，这里在平面空间内选取六角型格子，如图 5-1 (b)所示，而在垂直于

平面的方向上格点一一对应。笛卡尔坐标系下，上述格点的基矢为 

𝒂 = (𝑎, 0,0) 

𝒃 = (
1

2
𝑎,

√3

2
𝑎, 0) 

𝒄 = (0,0, 𝑐) (5-5) 

其中𝑎和𝑐分别为平面内和垂直方向两个相邻格点之间的距离。 

根据以上格点结构，可以构造紧束缚模型[207] 

𝐻𝑡 = 𝐻1
𝑡 + 𝐻2

𝑡 (5-6) 

其中𝐻1
𝑡和𝐻2

𝑡分别表示平面内和垂直方向上的部分 

𝐻1
𝑡 = [𝐶̃ −

4

3
𝐶2(cos 𝑘1 + cos 𝑘2 + cos 𝑘3)] 𝐼4 +

2𝑣

3
[sin 𝑘1 +

1

2
(sin 𝑘2 + sin 𝑘3)] Γ1 

+
𝑣

√3
(sin 𝑘2 − sin 𝑘3)Γ2 + [𝑀̃ −

4

3
𝐶2(cos 𝑘1 + cos 𝑘2 + cos 𝑘3)] Γ4     (5-7) 

𝐻2
𝑡 = (−2𝐶1 cos

𝑘𝑧

2
) 𝐼4 + (𝑣2 sin

𝑘𝑧

2
) Γ3 − (2𝑀1 cos

𝑘𝑧

2
) Γ4 (5-8) 

这里𝐶̃ = 𝐶0 + 2𝐶1 + 4𝐶2，𝑀̃ = 𝑀0 + 2𝑀1 + 4𝑀2，而𝑘1、𝑘2、𝑘3是由平面上基矢的

特征定义的，它们与𝑘𝑥和𝑘𝑦的关系为： 

𝑘1 = 𝑘𝑥 

 

图 5-1 MnBi2Te4 的结构和格点模型示意图。(a) MnBi2Te4 晶体的层状结构以及单个七重层示意

图。红色箭头代表磁性的方向。红色、黄色、灰色小球分别代表 Mn、Bi、Te 原子。(b)格点

模型平面内部分的示意图。黑色圆点为平面内格点的位置，带箭头的蓝线为格点基矢𝒂和𝒃。 

Fig. 5-1 Schematic illustrations of the structure and lattice model of MnBi2Te4. (a) Layered crystal 

structure of MnBi2Te4. Red arrows represent the directions of magnetic moments. Red, yellow and 

gray balls represent Mn, Bi, and Te atoms, respectively. (b) In-plane part of the lattice model. Red 

dots represent the position of the lattice, and blue arrowed lines denote the lattice vectors 𝒂 and 𝒃. 



哈尔滨工业大学博士学位论文 

- 90 - 

𝑘2 =
1

2
(𝑘𝑥 + √3𝑘𝑦) 

𝑘3 =
1

2
(𝑘𝑥 − √3𝑘𝑦) (5-9)

将𝐻𝑡展开到动量的二阶项即可恢复为连续有效模型(5-1)式。 

将𝐻𝑡变换到实空间后，可以得到沿𝒂方向的跃迁系数为 

−
2

3𝑎2 𝐶2𝐼4 − 𝑖
𝑣

3𝑎
Γ1 −

2

3𝑎2 𝑀2Γ4 (5-10)

沿𝒃方向的跃迁系数为 

−
2

3𝑎2
𝐶2𝐼4 − 𝑖

𝑣

6𝑎
Γ1 −

2

3𝑎2
𝑀2Γ4 − 𝑖

𝑣

2√3𝑎
Γ2 (5-11) 

沿(𝒂 − 𝒃)方向的跃迁系数为 

−
2

3𝑎2
𝐶2𝐼4 − 𝑖

𝑣

6𝑎
Γ1 −

2

3𝑎2
𝑀2Γ4 + 𝑖

𝑣

2√3𝑎
Γ2 (5-12) 

沿𝒄方向的跃迁系数为 

−
𝐶1

𝑐2
𝐼4 − 𝑖

𝑣𝑧

2𝑐
Γ3 −

𝑀1

𝑐2
𝑀2Γ4 (5-13) 

而在每个格点的在位势能为 

𝐶̃𝐼4 + 𝑀̃Γ4 (5-14) 

由于𝐻𝑒𝑥与动量𝒌无关，其格点模型的形式仍为(5-3)式，即𝑚𝜎𝑧 ⊗ 𝐼2。 

结合(5-5)式、(5-10)式、(5-11)式、(5-12)式、(5-13)式、(5-14)式，并在每相邻

两层的所有格点的在位势能上分别加上𝑚𝜎𝑧 ⊗ 𝐼2和(−𝑚𝜎𝑧 ⊗ 𝐼2)即可得到反铁磁

结构的 MnBi2Te4 格点模型。图 5-2 为由此模型计算得到的系统能谱，其中图(a)和

(b)分别对应𝑚为 0 和有限大小时的情况。 

 

图 5-2 由格点模型计算得到的能谱。(a)和(b)分别为磁性强度𝑚取 0 和 0.1 eV 的情况。系统在

平面内为周期性边界条件，在垂直方向为 30 层。 

Fig. 5-2 Energy dispersion calculated from the lattice model. (a) and (b) are situations when 𝑚 is 

taken as 0 and 0.1 eV, respectively. Periodic boundary condition is taken in the plane, and 30 layers 

are taken in the vertical direction. 
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在以上图 5-2 的计算中，所用模型边界条件为在沿𝒄方向取 30 层，在𝒂和𝒃方

向取周期性边界条件。模型参数参考了第一性原理计算所得的𝑘 ⋅ 𝑝模型[70]，即𝑎 =

𝑐 =1 nm、𝐶0 = 𝐶1 = 𝐶2 = 0、𝑀0 = −0.11650 eV、𝑀1 =0.11908 eV nm2、𝑀2 =0.09408 

eV nm2、𝑣 = 0.31964 eV nm、𝑣𝑧 =0.27023 eV nm。从图中可以看到，当𝑚为 0 时，

系统体态的能隙内有无能隙的表面态（即普通拓扑绝缘体的情况），当𝑚为有限大

小时，表面态会打开能隙。 

5.2.3 多端口器件中电阻的计算方法 

根据以上格点模型，可以写出任意形状 MnBi2Te4 的哈密顿量矩阵，将其与测

量电阻所用电极的哈密顿量结合即可计算整个器件的电阻。测量电阻用的电极为

金属材料，因此可以用自由电子气模型描述其特性。根据 MnBi2Te4 的晶体生长特

性[206]，这里使用六棱柱型样品模型，如图 5-3 (a)所示。图中的灰色六棱柱为

MnBi2Te4 样品，红色和蓝色长方体分别表示六个电极接在样品顶端或底端时。图

5-3 (b)为计算中器件上表面的具体格点模型，其中黑色网格为样品在上表面的格点

示意图，红色网格为连接在上表面的六个电极的格点模型示意图。 

多端口器件中的电阻可以根据 Landauer-Büttiker 理论方法计算 [113]。其中

Büttiker 公式即为第一章中给出的(1-7)式。对于六端口器件，(1-7)式将给出各端口

电压和电流之间关系的 6 个方程，将其写为矩阵形式即为 

(

 
 
 

𝐼1
𝐼2
𝐼3
𝐼4
𝐼5
𝐼6)

 
 
 

=

(

 
 
 

∑𝑖≠1𝐺1𝑖 −𝐺12 −𝐺13 −𝐺14 −𝐺15 −𝐺16

−𝐺21 ∑𝑖≠2𝐺2𝑖 −𝐺23 −𝐺24 −𝐺25 −𝐺26

−𝐺31 −𝐺32 ∑𝑖≠3𝐺3𝑖 −𝐺34 −𝐺35 −𝐺36

−𝐺41 −𝐺42 −𝐺43 ∑𝑖≠4𝐺4𝑖 −𝐺45 −𝐺46

−𝐺51 −𝐺52 −𝐺53 −𝐺54 ∑𝑖≠5𝐺5𝑖 −𝐺56

−𝐺61 −𝐺62 −𝐺63 −𝐺64 −𝐺65 ∑𝑖≠6𝐺6𝑖)

 
 
 

(

 
 
 

𝑉1

𝑉2

𝑉3

𝑉4

𝑉5

𝑉6)

 
 
 

(5-15) 

 

图 5-3 计算中使用器件的示意图。(a)六棱柱型样品连接电极的示意图。(b)器件上表面的格点

模型示意图。𝑛𝑠为六棱柱样品中六边形的边长。 

Fig. 5-3 Schematic diagram of the device used in the calculation. (a) Hexagonal shape sample with 

electrods attached. (b) Lattice model in the upper surface of the device. 𝑛𝑠 is the side length of the 

hexagon in the hexagonal sample.  

(a) (b)
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这里𝐺𝑖𝑗表示从𝑖端口到𝑗端口的电导，其与透射系数的关系可以从 Landauer 公式得

到，即 

𝐺𝑖𝑗 =
𝑒2

ℎ
𝑇𝑖𝑗 (5-16) 

其中𝑖 ≠ 𝑗。透射系数𝑇𝑖𝑗即为电子从𝑖端口到𝑗端口的隧穿概率。根据整个六端口器件

的哈密顿量矩阵，通过数值计算可以得到其波函数，透射系数即为入射部分波函数

系数模的平方比上出射部分波函数系数模的平方[208,114]。 

本文中透射系数是通过 Kwant 软件包计算得到的。Kwant 为编程语言 Python

的一个开源软件包[114]，它可以用来数值计算各种系统的输运性质。使用上一小节

中构建的模型并结合描述器件几何形状的数学函数，可以使用 Python 和 Kwant 软

件包编程并计算出系统各端口的透射系数𝑇𝑖𝑗。将𝑇𝑖𝑗代入到以上 Landauer 公式和

Büttiker 公式后即可算出各个端口的电压和电流之间的关系，进而得到电极在六个

端口上任意连接方式时的电阻。 

5.3 轴子绝缘体在非局域化测量中的理论电阻值 

正如第一章 1.3 节中所介绍，非局域化测量为表征边界态输运性质的最恰当方

法，而在多端口器件中可以便捷地开展非局域化测量。本节将首先计算六端口拓扑

材料中的非局域化电阻，然后给出轴子绝缘体上表面和下表面理论的非局域化电

阻值。 

在一个六端口器件中，以其第三个端口为零电压点（对于电压而言，只有两个

电压的差值有意义，因此零电压点可以设到任意位置而不影响计算结果），即取

𝑉3 = 0，则 Büttiker 公式给出的 6 个方程变为 5 个独立方程，其矩阵形式即为去掉

(5-15)式中的所有矩阵的第三行以及第三列。在拓扑材料中，当费米能量仅切过边

界态时会出现量子化的输运。此时仅相邻端口之间的电导不为零，(5-15)式即可简

化为 

(

 
 

𝐼1
𝐼2
𝐼4
𝐼5
𝐼6)

 
 

=

(

 
 

𝑛𝐿 + 𝑛𝑅 −𝑛𝐿 0 0 −𝑛𝑅

−𝑛𝑅 𝑛𝐿 + 𝑛𝑅 0 0 0
0 0 𝑛𝐿 + 𝑛𝑅 −𝑛𝐿 0
0 0 −𝑛𝑅 𝑛𝐿 + 𝑛𝑅 −𝑛𝐿

−𝑛𝐿 0 0 −𝑛𝑅 𝑛𝐿 + 𝑛𝑅)

 
 

(

 
 

V1

V2

V4

V5

V6)

 
 

(5-17) 

这里的𝑛𝐿和𝑛𝑅分别代表在此器件边界上顺时针方向和逆时针方向的输运通道贡献

的电导值。为了测量电阻，需要给此器件施加激发电流。当通过第一个端口和第二

个端口施加激发电流时，即有𝐼1 = −𝐼2 = 𝐼。此时器件的其余端口都没有从外界流

入的或向外界流出的电流，因此𝐼3 = 𝐼4 = 𝐼5 = 𝐼6 = 0。求解(5-17)式可以得到此器
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件中各端口的电压为： 

𝑉1 =
𝑛𝑅(𝑛𝐿

2 + 𝑛𝑅
2)

𝑛𝐿
4 + 𝑛𝑅

4 + 𝑛𝐿
2𝑛𝑅

2 𝐼 

𝑉2 = −
𝑛𝐿

4

(𝑛𝐿 + 𝑛𝑅)(𝑛𝐿
4 + 𝑛𝑅

4 + 𝑛𝐿
2𝑛𝑅

2)
𝐼 

𝑉3 = 0 

𝑉4 =
𝑛𝐿

3𝑛𝑅

(𝑛𝐿 + 𝑛𝑅)(𝑛𝐿
4 + 𝑛𝑅

4 + 𝑛𝐿
2𝑛𝑅

2)
𝐼 

𝑉5 =
𝑛𝐿

2𝑛𝑅

𝑛𝐿
4 + 𝑛𝑅

4 + 𝑛𝐿
2𝑛𝑅

2 𝐼 

𝑉6 =
𝑛𝐿𝑛𝑅

𝑛𝐿
3 + 𝑛𝑅

3 𝐼                        (5-18) 

从上式可以进一步推导出任意测量方式下得到的电阻值。例如：在第一个端口和第

五个端口接电压表，测量得到的电阻即为 

𝑅 =
𝑉1 − 𝑉5

𝐼
 

=
𝑛𝑅

3

𝑛𝐿
4 + 𝑛𝑅

4 + 𝑛𝐿
2𝑛𝑅

2 (5-19) 

对于轴子绝缘体，其上表面棱边态和下表面棱边态的输运通道方向相反。即其

中一个表面的棱边态有𝑛𝐿 = 𝑒2/(2ℎ)和𝑛𝑅 = 0（只有顺时针方向的输运通道），而

另一个表面的棱边态有𝑛𝐿 = 0和𝑛𝑅 = 𝑒2/(2ℎ)（只有逆时针方向的输运通道）。表

5-1 列出了在轴子绝缘体的上表面和下表面分别以图 5-4 (a)、(b)、(c)、(d)中的插图

所示方式测量电压时得到的电阻值。可以看到，轴子绝缘体的上表面和下表面棱边

态的输运通道方向不同将导致截然不同的电阻值。对于一个有一定厚度的量子反

常霍尔绝缘体，其上下表面的棱边态贡献的输运通道方向相同，因此同样的测量方

式对于上表面和下表面得到的电阻值相同。 

表 5-1 不同测量方式下得到的轴子绝缘体上表面和下表面的电阻值。 

Table 5-1 Resistances of the top surface and bottom surface of an axion insulator under different 

measurement setups. 

 测量方式(a) 测量方式(b) 测量方式(c) 测量方式(d) 

上表面 
2ℎ

𝑒2
 

2ℎ

𝑒2
 

0 0 

下表面 0 0 
2ℎ

𝑒2
 

0 
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5.4 MnBi2Te4六端口器件中的电阻 

本节将数值计算 MnBi2Te4 中的非局域化电阻，并分别考虑材料厚度、费米能

量、杂质以及测量电极厚度对电阻的影响。由于偶数层 MnBi2Te4 的上表面和下表

面的磁性相反，因此上表面和下表面棱边态提供的输运通道方向相反，即为轴子绝

缘体的情况。奇数层 MnBi2Te4 的上下表面磁性相同，因此有相同方向的输运通道，

即为量子反常霍尔绝缘体的情况。以下内容将对偶数层和奇数层的情况分开计算

和讨论。 

对于 5.2.2 小节所选取的模型参数，样品模型的偶数层上表面的棱边输运通道

为顺时针方向，下表面的输运通道为逆时针方向。而奇数层的上表面和下表面的输

运通道均为逆时针方向。将六个端口置于器件的顶层或底层后，数值计算出各个透

射系数再带入到(5-15)式和(5-16)式即可求解器件中各端口的电压。图 5-4 (a)、(b)、

(c)、(d)为六端口 MnBi2Te4 器件在不同测量方式下电阻随样品的厚度𝑛𝑧变化的数值

计算结果。图中红色线条和红色空心圆分别对应偶数层和奇数层的上表面电阻，蓝

色空心圆和蓝色线条分别对应偶数层和奇数层的下表面电阻。各图中的插图为电

阻的测量方式示意图。可以看到：在同样的测量方式下，顶层六端口和底层六端口

的偶数层样品有相同的电阻；但对于顶层六端口和底层六端口的奇数层样品，在

(a)、(b)、(c)图中的测量方式下电阻截然不同。随着样品厚度的不断增大，电阻会

趋于稳定值。在 100 层以上时，电阻值不再随样品厚度发生变化，此时，各种测量

方式下得到的电阻值与表 5-1 中的规律是一致的，但具体大小有偏离。数值计算得

到的电阻并没有量子化，这很可能是由 MnBi2Te4 的侧表面态导致的。此外，图 5-

4 (b)中的电阻值比 5-4 (a)小一些，这表明除了棱边态在最邻端口之间提供的电导

外，非最邻端口之间也有非零的电导（这点也可以从数值计算得到的各个透射系数

中看出）。 

当取更大的费米能量时，图 5-4 (a)、(b)、(c)、(d)中的电阻将变为图 5-4 (e)、

(f)、(g)、(h)的结果。可以看到，此时电阻值会随层厚震动变化。这是因为量子限

制作用使侧表面态的能谱随层厚变化，进而导致层厚发生变化时费米能量切过的

表面态不同。此外，图中奇数层和偶数层的电阻振荡相位相差𝜋，这可能是因为奇

数层样品与偶数层样品总是相差奇数数目的层数导致两者能带数目相差为奇数。

在图 5-4 (e)到(h)中，对于顶层六端口和底层六端口的偶数层样品，同样的测量方

式下有相同的电阻，但顶层六端口和底层六端口的奇数层样品只有在图 5-4 (d)中

插图的测量方式下才有相同的电阻。这点与图 5-4 (a)到(d)中一致。 
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在调节费米能量的基础上，进一步考虑杂质效应和测量电极的厚度得到的结

果如图 5-5 所示。安德森杂质（Anderson-type impurity）可以通过给系统中每个格

点的在位势能加上杂质部分𝑊𝑖𝐼4实现。这里𝑊𝑖为第𝑖个格点位置的杂质势能，其值

为−𝑈/2到𝑈/2的范围内的随机大小。𝑈即表示杂质的强度。图 5-5 (a)、(b)、(c)、(d)

即为电阻随杂质强度的变化关系，这里的四个图仍与图 5-4 (a)到(d)中插图所示的

测量方法对应。从图中可以看到非局域化的输运对无序有很强的抵抗力，即使在𝑈

为 0.2 eV 时（大约为系统内部能隙的大小），非局域电阻也和未加杂质前在一个量

级。图 5-5 (e)、(f)、(g)、(h)为考虑杂质的基础上进一步增大测量电极的厚度时电

阻的结果。非局域化电阻整体上会随电极厚度变大而下降，但是奇数层器件和偶数

层器件仍然可以通过不同测量方式下的电阻特性区分出来。 

以上结果表明轴子绝缘体中的半整数霍尔电导值得进一步探索。对于量子反

常霍尔效应，其整数的量子化电阻由整数个的边界通道所保证。近邻端口中沿输运

方向的透射系数为 1。但对于轴子绝缘体，虽然其半整数霍尔电导可以由久保公式

得到，但此半整数霍尔电导的物理图像在 Landauer-Büttiker 的理论框架下尚不清

楚。从目前的研究中来看[149,209,210]，半整数霍尔电导是通过近邻端口相反方向透射

 

图 5-4 MnBi2Te4 中的非局域化电阻。(a)、(b)、(c)、(d)中的插图为不同测量方式的示意图，

计算中费米能量取为 1 meV。图(e)至(h)与图(a)至(d)一一对应，但费米能量取为 10 meV。计

算中样品平面内的尺寸𝑛𝑠为 25。 

Fig. 5-4 Nonlocal resistances in MnBi2Te4. Insets in (a), (b), (c), and (d) are sketches of different 

measurement setups. Fermi energy in (a)-(d) is taken as 1 meV. (e)-(h) are in one-to-one 

correspondence with (a)-(d), but the Fermi energy is taken as 10 meV. In-plane dimension 𝑛𝑠 of the 

sample is taken as 25 in the calculation.  
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系数的差值得到的。在这种情况下，轴子绝缘体的非局域化电导将不被表 5-1 所描

述，而是图 5-4 (a)到(d)中给出的结果。这种情况下轴子绝缘体的输运机制与量子

反常霍尔效应完全不同，它只能通过非局域化测量进行探测，而其半整数电导（透

射系数的差值）的稳定性和保护机制更加值得探索。 

5.5 本章小结 

本章探讨了轴子绝缘体棱边态半整数电导通道在六端口器件中带来的非局域

化电阻，并计算了相应六端口 MnBi2Te4 中的非局域化输运性质。计算结果表明

MnBi2Te4 中存在非局域化的输运，但其电阻值并未量子化。在不同的测量方式下

奇数层和偶数层的 MnBi2Te4 有截然不同的非局域化电阻，并且在有限大小的费米

能量下考虑杂质以及电极厚度效应仍然可以从这些非局域化电阻区分出不同系统

 

图 5-5 杂质和测量电极厚度对 MnBi2Te4 中的非局域化电阻的影响。(a)电阻随杂质强度的变

化，其中偶数层和奇数层分别对应𝑛𝑧为 200 和 201 时。(b)在考虑杂质的基础上电阻随电极厚

度的变化，其中偶数层和奇数层分别对应𝑛𝑧为 100 和 101 时。计算中𝑛𝑠取为 25，费米能量为

10 meV。误差条显示了 100 次计算计算结果的标准偏差。 

Fig. 5-5 Effects of disorder and electrode thickness on the nonlocal resistances of MnBi2Te4. (a) 

Resistance as functions of the disorder strength. The even-layer sample and odd-layer sample 

correspond to 𝑛𝑧 =200 and 𝑛𝑧 =201. (b) Resistance as functions of the electrode thickness. The 

even-layer sample and odd-layer sample correspond to 𝑛𝑧 =100 and 𝑛𝑧 =101. In the calculations 

𝑛𝑠 is taken as 25, and Fermi energy is taken as 10 meV. The error bars show the standard deviation 

of 100 calculations. 
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的不同特性。本章所考虑的测量器件（样品厚度为 150 nm 到 300 nm 之间，电极

厚度最高可达 14 nm）是可以在现有实验技术下实现的，因此本章的理论研究为实

验探索 MnBi2Te4 的输运性质以及实现轴子绝缘体提供了有力的支持。 
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结论 

本论文主要研究了狄拉克半金属、外尔半金属和反铁磁拓扑绝缘体中的输运

性质。在狄拉克半金属和外尔半金属中，本论文从量子理论出发计算了各方向上的

磁电阻，并研究了不同的杂质和能带结构给量子极限下的磁电阻带来的影响。在接

近拓扑相变点的材料 ZrTe5 中，本论文考虑了最低朗道能带上粒子之间的相互作用，

研究了磁场中电荷密度波的形成以及其导致的三维量子霍尔效应。在反铁磁拓扑

绝缘体 MnBi2Te4 中，本论文计算了 MnBi2Te4多端口器件中的非局域化电阻，并对

比研究了理想轴子绝缘体中的非局域化电阻。本文主要研究成果如下： 

(1) 我们指出了拥有单个狄拉克锥型能谱的三维狄拉克半金属在量子极限下

独有的不受杂质散射影响的纵向磁电阻，并推导得到了其解析表达式。此外，我们

发现了量子极限下的线性磁电阻并非拥有线性能谱的系统所独有，其同样存在于

拥有二次方型能谱的系统中。在狄拉克半金属和外尔半金属中，解析推导和计算表

明长程高斯势能型杂质可以同时带来线性的纵向和横向磁电阻，而屏蔽库伦势能

型杂质只能导致线性的横向磁电阻。 

(2) 我们将传统系统中的电荷密度波理论推广到了磁场下形成的最低朗道能

带中，其中磁场强度同时调控了系统在沿磁场方向发生的序参数相变和在垂直于

磁场方向的平面内发生的拓扑相变。此外，我们解释了实验在 ZrTe5 材料中观测到

的三维量子霍尔效应的关键特征。数值计算表明在 ZrTe5 中电子和声子之间的相互

作用是形成电荷密度波的关键，而费米波矢固定的公度电荷密度波支持了 ZrTe5 中

的量子霍尔平台。 

(3) 我们提出了通过非局域化测量来区分轴子绝缘体和普通绝缘体的方法，并

对比研究了轴子绝缘体的理论非局域化电阻值和本征反铁磁拓扑绝缘体 MnBi2Te4

的非局域化电阻值。数值计算表明 MnBi2Te4中存在未量子化的非局域化输运现象，

而且这些非局域化电阻对费米能量、杂质和电极厚度的影响有一定的抵抗力。 

本论文的主要创新点： 

(1) 通过系统地研究拓扑半金属中量子极限下的磁电阻，我们发现了在拥有单

个狄拉克锥型能谱的系统中存在不受杂质散射影响的纵向负磁电阻，并发现了新

的线性磁电阻机制，即线性磁电阻可以存在于拥有二次方型能谱的系统中以及纵

向磁电阻中。 

(2) 我们发展了由电荷密度波导致的三维量子霍尔效应理论，其中磁场强度同

时调控了系统在不同方向的两种不同相变。同时，我们解释了实验在 ZrTe5 中观测
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到的三维量子霍尔效应。 

(3) 我们针对轴子绝缘体提出了实验上可操作的非局域化测量方案，并给出了

理想轴子绝缘体和反铁磁拓扑绝缘体 MnBi2Te4 中非局域化电阻的区别。此外，我

们揭示了 MnBi2Te4 中未量子化的非局域化电阻。 

工作展望 

本论文的研究内容可以分为三大部分：拓扑材料中的磁电阻、电荷密度波导致

的三维量子霍尔效应和反铁磁拓扑绝缘体中的非局域化电阻。我们在此三个方面

的工作展望如下： 

(1) 在磁电阻的计算方面，本论文系统地梳理了相应的理论框架，因此后续工

作可以在此基础上研究较强的势能杂质以及朗道能带之间的相互作用对磁电阻的

影响。 

(2) 在磁场中的电荷密度波方面，相关的研究较少，相应的理论框架仍有许多

细节需要进一步完善。同时其他强关联态是否能带来三维量子霍尔效应也值得探

讨。 

(3) 在非局域化输运方面，本论文已经给出了轴子绝缘体的理论非局域化电阻

值以及 MnBi2Te4 中计算得到的非局域化电阻值。但在目前实验中制备得到的

MnBi2Te4 样品中均存在一小部分 Mn 原子和 Bi 原子位置互换的情况，而位于 Bi 原

子位置的 Mn 原子相当于磁性杂质。因此在后续工作中可以考虑磁性杂质对

MnBi2Te4 输运性质造成的影响。 
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