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摘 要

摘 要

在物理学领域中，放弃厄米性作为一种新的思维尝试备受关注。虽然在经典

物理中，这种做法相对来说比较自然，但推广到量子物理层面却不那么容易理解。

本文从三个不同的方面研究非厄米性在量子物理中带来的非平凡效应，探索其深

层次的物理内涵和应用。

首先，我们采用非厄米性作为一种不寻常的方式来解决手征费米子问题，这

是一个长期以来未能解决的难题。通过计算谱流、指标定理和手征模的含时演化，

我们详细地检查了该模型的手征反常和引力反常，并证明了我们的模型可以实现

手征费米子的格点化。

其次，我们探索了非厄米物理中一个重要而又奇特的概念——奇异点在能谱

中所带来的效应。与一般的研究方式不同，我们采用能谱中存在奇异点时的纠缠

熵以及纠缠谱作为探测奇异点行为的指标。我们发现，能谱中的奇异点往往与（实

的）非幺正的共形场论以及复数共形场论有联系，它们分别标志着宇称-时间对称
性自发破缺的二级相变和某种尚不明确的一级相变。这对我们理解非厄米的量子

临界行为和一些一级相变理论提供了新的思路。

最后，我们探讨了非厄米模型的含时演化问题，这是在开放量子系统下进行

的。通过一个通用模型含时纠缠熵的计算，我们发现，即使在有相互作用的情况

下，一维费米液体的短时间热化过程具有比较普适的特性。而长时间的衰减行为

则取决于刘维尔谱的“能隙”，这对于开放量子多体系统的研究具有很强的指导意

义。

关键词：非厄米；纠缠熵；共形场论；手征费米子；主方程

I



Abstract

Abstract

The abandonment of Hermiticity as a novel approach has garnered significant atten-
tion in the field of physics. While the abandonment of Hermiticity may seem relatively
natural within classical physics, its extension to the quantum level poses nontrivial chal-
lenges to intuition. In this thesis, we investigate non-Hermiticity from three distinct per-
spectives, exploring the nontrivial effects that arise at the quantum level and uncovering
the deeper implications and potential applications of non-Hermitian physics.

First, we employ non-Hermiticity as an unconventional means of addressing the long-
standing problem of chiral fermions. Through the calculation of spectral flow, index the-
orems and the time-dependent evolution of chiral modes, we examine the chiral and grav-
itational anomalies of our model, demonstrating the lattice realization of chiral fermions
through our approach. Next, we investigate the effects of exceptional points in energy
spectra, a particularly important and intriguing concept in non-Hermitian physics. In con-
trast to conventional approaches, we utilize the entanglement entropy and spectrum as
indicators of exceptional behavior. We find that exceptional points in energy spectra are
often related to (real) non-unitary conformal field theories and complex conformal field
theories, respectively marking second order phase transitions resulting from spontaneous
breaking of parity-time symmetry and some as-yet unclear first-order phase transition.

Finally, we consider the issue of time-dependent evolution in non-Hermitian models
within the context of open quantum systems. Through the calculation of time-dependent
entanglement entropy in a generic model, we demonstrate that the short-time thermal-
ization process of a one-dimensional fermi liquid has universal characteristics even with
interactions. The long-time decay behavior, however, depends on the ”gap” in the Li-
ouvillian spectrum. This has strong guiding significance for the study of open quantum
many-body systems.

Keywords: non-Hermitian; entanglement entropy; conformal field theory; chiral fermion;
master equation
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第 1章 非厄米物理简介

厄米性是量子力学的一条基本假设，其要求任何力学算符都是自伴随的，即

它们的厄米共轭是它们本身。特别地，哈密顿量的厄米性确保了能量期望值是实

数，并且保证了体系的概率流守恒，进而可以导出粒子数、能量和信息的守恒。然

而，以上都是由于我们假设了一个绝对孤立的理想系统才得出来的结论。事实上，

任何系统都会与其环境产生联系。至少，当我们想要了解一个量子系统时，测量

本身就是系统和环境的相互作用。当这种联系（物质、能量或信息交换）相对于

我们关心的体系足够弱时，我们还是可以继续沿用厄米的量子力学。而当这种交

换足够强时，抑或我们需要研究大系统中的一个子系统时，孤立系统的厄米量子

力学便不再适用。历史上，伽莫夫（Gamow [1]）、西格特（Siegert [2]）、马约拉纳

（Majorana [3]）和费斯巴赫（Feshbach [4]）等人最早采用了有效的非厄米哈密顿量

分析原子核衰变问题。研究表明，存在流向核外的非零概率流。沿着这一思路，人

们对类似的单个或几个态的共振和衰变现象有了很好的理解。随后，量子光学的

发展又使得人们能够对少体系统进行高度可控的操作。如此一来，研究开放量子

系统的理论框架被相继建立。

一般来说，研究开放量子体系，量子态的概念将由密度矩阵取代。薛定谔方程

中作用于量子态的厄米哈密顿量被支配密度矩阵时间演化的刘维尔（Liouvillian）
超算子所取代 [5]。在某些情况下，这种与环境接触的开放系统可以用林德布莱德

（Lindblad）量子主方程 [5-7]、费曼-弗农（Feynman and Vernon）理论 [8]或凯尔迪什

（Keldysh）非平衡态量子场论 [9]等方法准确描述。当然，这些方法都是在采取一定

的近似下的有效描述。例如林德布莱德主方程则要求系环境是满足马尔可夫假设

的。而且。即便是有了上述强有力的方法，在面对很多问题时，上述方法带来的巨

大复杂度也让人望而却步。

有效非厄米哈密顿量则提供了一个概念上更简单和直观的方法来用于理解量

子开放体系的某些特定问题。一方面，历史上的先驱们为我们展示了非厄米哈密

顿量在研究少量子比特系统时的妙用。在另一方面，非厄米哈密顿量描述也被应

用于各种非保守的经典系统，例如有耗散或者增益的光学 [10-15]、电子电路 [16]、机

械系统 [17-18]、声学系统 [19-22]等。在量子力学中，薛定谔方程揭示了单粒子波函数

和经典波动方程之间的形式上的等价性。而在固体物理学中，由于周期性结构，能

带理论则完全适用这种经典与量子的等价性。因此，在非厄米经典波研究的激励

1
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下，非厄米能带理论 [23-40]也在近些年被逐渐发展起来，尤其是非厄米的拓扑物态。

这些研究极大的丰富和扩充了凝聚态物理学中的能带理论所适用的范围。

此外，非厄米性也启发了纯理论工作①。例如，统计物理中的杨李模型或称杨

李边缘奇点 [41-42]。杨李最早意识到了在二维伊辛模型中，将磁场解析延拓到复平

面将得到一个不平常的相变临界点 [43-44]。事实上，这个临界点的磁场落在了虚轴

上。这就意味着体系的哈密顿量成了非厄米的。也就是说，在非厄米的模型中会产

生崭新的物理。后来，在量子场论发展成熟后，非幺正量子场论 [45-51]的研究（即

拉格朗日量的非厄米性）也带来了很多新的结论。也有不少理论家尝试从非厄米

的角度解释量子引力 [52-57]等基本问题。

在本节中，为了让读者对非厄米物理有一个基本的了解。我们将依次介绍非

厄米量子力学、宇称-时间对称性、奇异点、非厄米能带理论和开放量子体系的主
方程方法等概念。其中一些基本的结论将在接下来的章节中被直接使用而不再做

介绍。

1.0.1 非厄米量子力学

要讨论非厄米量子力学，事实上，我们要做的事情就是将厄米量子力学的线

性代数一般化，并赋予其适当的物理意义。

在厄米量子力学中，我们首先需要一个线性空间，即希尔伯特空间ℋ，以及
找到一组完备的基 |𝑢𝑘⟩，并满足正交归一条件 ⟨𝑢𝑘 ∣ 𝑢𝑙⟩ = 𝛿𝑘,𝑙。从而量子态可以定
义为上述基的线性叠加。并且，所有的物理可观测量都被描述为作用在此空间上

的自伴随算符。厄米哈密顿量的特殊之处在于，它的所有本征态能够构成一组基，

即

𝕀 ≡∑
𝑛

|𝜓𝑛⟩ ⟨𝜓𝑛|
⟨𝜓𝑛 ∣ 𝜓𝑛⟩

(1-1)

这是由正交归一性和完备性决定的。而当哈密顿量非厄米时，它的所有本征态并

不能满足正交归一条件。为了解决正交归一的困难，我们尝试从结论出发来逆推

所需缺少的条件。已知：

（1） 作用于ℋ 上的非厄米哈密顿量 𝐻，及其本征态和本征能量，𝐻 |𝜓0𝑛⟩ =
𝜀𝑛 |𝜓0𝑛⟩。这里暂不考虑奇异点等特殊情况。
（2） ⟨𝜓1𝑚 ∣ 𝜓0𝑛⟩ = 𝛿𝑚,𝑛，即新的正交归一条件，其中 |𝜓1𝑚⟩为ℋ中的另一组

矢量。

① 这里的非厄米性，是最基本的非厄米构造方法，即将原本物理上是实数的物理量扩充到复数域。
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我们注意到

𝜀𝑛 ⟨𝜓1𝑚 ∣ 𝜓0𝑛⟩ = ⟨𝜓1𝑚|𝐻|𝜓0𝑛⟩ , (1-2)

而且

𝜀𝑛𝛿𝑚,𝑛 = 𝜀𝑚𝛿𝑚,𝑛 = 𝜀𝑚 ⟨𝜓1𝑚 ∣ 𝜓0𝑛⟩ (1-3)

若令 ⟨𝜓1𝑚|𝐻|𝜓0𝑛⟩ = 𝜀𝑚 ⟨𝜓1𝑚 ∣ 𝜓0𝑛⟩，则正交归一条件满足。对上式取厄米共轭操作，
即

⟨𝜓0𝑛|𝐻†|𝜓1𝑚⟩ = 𝜀∗𝑚 ⟨𝜓0𝑛 ∣ 𝜓1𝑚⟩ (1-4)

从而我们发现，需要两组基来满足正交归一条件，我将 H的本征矢 |𝜓0𝑛⟩构成的基
称作右矢 |𝑢𝑅𝛽 ⟩，将 𝐻†的本征矢 |𝜓0𝑛⟩构成的基称作左矢 |𝑢𝐿𝛼⟩。⟨𝑢𝐿𝛼 ∣ 𝑢𝑅𝛽 ⟩ = 𝛿𝛼,𝛽，且

𝕀 ≡∑
𝛼

|𝑢𝐿𝛼⟩ ⟨𝑢𝑅𝛼|
⟨𝑢𝐿𝛼 ∣ 𝑢𝑅𝛼⟩

(1-5)

我们将上式两组基称为双正交基。从而任意可观测量的期望值为 ⟨𝑂⟩ = ⟨𝜓𝐿|𝑂|𝜓𝑅⟩，
这样一来，我们相当于在希尔伯特空间重新定义了基来使得非厄米量子力学自洽。

关于左右本征矢，在纯理论物理的角度，我们可以用度规或某种虚的规范变换去

理解。

关于某些可观测量为复数的问题，例如虚的能量，在凝聚态中其实有很好的

理解。因为在处理无序和相互作用体系时，自能出现的虚部即可理解为准粒子的

寿命。自此，我们完成了非厄米量子力学的初步建立。

1.0.2 赝厄米，准厄米及相似变换

这一小节我们讨论非厄米哈密顿量与厄米哈密顿量的联系。我们首先从一个

厄米的哈密顿量出发，

𝐻 |𝜓𝑛⟩ = 𝜀𝑛 |𝜓𝑛⟩ (1-6)

这里我们已经将本征态归一化，即 ∑𝑛 |𝜓𝑛⟩ ⟨𝜓𝑛| = 𝕀，且 ⟨𝜓𝑚 ∣ 𝜓𝑛⟩ = 𝛿𝑚,𝑛。从而哈
密顿量可以写成

𝐻 =∑
𝑛
𝜀𝑛 |𝜓𝑛⟩ ⟨𝜓𝑛| (1-7)

对其做一个相似变换

�̃� = 𝑆𝐻𝑆−1 (1-8)
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其中 𝑆是一个线性可逆算符，�̃�则一般是非厄米的。则变换后的本征态变为

|𝜓0𝑛⟩ = 𝑆 |𝜓𝑛⟩ , |𝜓1𝑛⟩ = (𝑆−1)
† |𝜓𝑛⟩ (1-9)

其中 𝑆可以通过下式反表示

𝑆 =∑
𝑛
|𝜓0𝑛⟩ ⟨𝜓𝑛| , 𝑆−1 =∑

𝑛
|𝜓𝑛⟩ ⟨𝜓1𝑛| (1-10)

从而有

�̃� |𝜓0𝑛⟩ = 𝑆𝐻𝑆−1𝑆 |𝜓𝑛⟩ = 𝜀𝑛 |𝜓0𝑛⟩
�̃�† |𝜓1𝑛⟩ = (𝑆−1)

†𝐻𝑆† (𝑆−1)† |𝜓𝑛⟩ = 𝜀𝑛 |𝜓1𝑛⟩
(1-11)

上述两组基构成双正交基 ⟨𝜓1𝑚 ∣ 𝜓0𝑛⟩ = ⟨𝜓𝑚 ∣ 𝜓𝑛⟩ = 𝛿𝑚,𝑛。非厄米哈密顿量可以写
作

�̃� =∑𝜀𝑛𝑈 |𝜓𝑛⟩ ⟨𝜓𝑛|𝑆−1 =∑𝜀𝑛|𝜓0𝑛⟩⟨𝜓1𝑛| (1-12)

以上我们实际上重复了上一小节的内容。通过相似变换得到的非厄米哈密顿量具

有跟原厄米哈密顿量相同的实数能谱，而且，不难发现这其中还有一些隐藏的性

质。例如，|𝜓0𝑛⟩可以通过一个度规 𝜉 = (𝑆−1)† 𝑆−1来正交归一

⟨𝜓𝑚 ∣ 𝜓𝑛⟩ = ⟨𝜓0𝑚| (𝑆−1)
† 𝑆−1|𝜓0𝑛⟩ = 𝛿𝑚,𝑛 (1-13)

不难发现

𝜉 =∑
𝑛
|𝜓1𝑛⟩ ⟨𝜓1𝑛| , 𝜉−1 =∑

𝑛
|𝜓0𝑛⟩ ⟨𝜓0𝑛| (1-14)

事实上，在我们处理的很多情况下，𝑆† = 𝑆。从而度规可以写成 𝜉−1 = 𝑆2（拟厄
米），这个结论是相当有用的。根据式，我们有

�̃�† = (𝑆−1)†𝐻𝑆† = (𝑆−1)† 𝑆−1�̃�𝑆𝑆† = 𝜉�̃�𝜉−1 (1-15)

如果 𝜉 是厄米且正定的，我们就说 �̃�是赝厄米的。显然赝厄米哈密顿量的能谱一
定是实的，因为上述等式均可逆推。可以证明的是赝厄米是实能谱的充分必要条

件。有兴趣的读者可以参考 [58]。若我们将上式放松，即 𝜉不一定可逆，�̃�†𝜉 = 𝜉�̃�。
这时，我们称 �̃�是准厄米的。以上两个概念是非厄米物理中对哈密顿量的简单归
类。为了避免概念的混淆，相关概念及其性质总结如下表1-1。
这里简单阐述一下 𝒫𝒯-对称性与上述概念的关系，因为我们在下一小节看到，

𝒫𝒯-对称也保证了系统的实谱性，然而它显然与赝厄米有不同的物理内涵。事实
上，在构建非厄米量子力学时，位置和动量算符的对易关系难免会发生变形。这

种变形可能来源于上述所讨论了的相似变换带来的度规，在这种情况下是可以理

解。另一个方面的困难是需要具有幺正时间演化。在 𝒫𝒯-对称非厄米量子力学中，
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𝐻† = 𝑆†𝑆𝐻 (𝑆†𝑆)−1 𝐻†𝜉 = 𝜉𝐻 𝐻† = 𝜉𝐻𝜉−1

𝜉厄米性 确认 确认 确认

𝜉可逆性 确认 非 确认

𝜉正性 确认 确认 非

定矩阵 确认 确认 –

𝐻能谱 实 实或复 实

𝐻归属 伪非厄米 准厄米 赝厄米

表 1-1 非厄米哈密顿量概念详解

通过引入一个新的波函数标量积，即所谓的 𝒞𝒫𝒯内积，其定义为

⟨𝜓1 ∣ 𝜓0⟩𝒞𝒫𝒯 ≡ ∫𝑑𝑥𝜓1𝒞𝒫𝒯(𝑥)𝜓0(𝑥) (1-16)

其中 𝜓1𝒞𝒫𝒯 ≡ ∫𝑑𝑦𝒞(𝑥, 𝑦)𝜓1∗𝒞𝒫𝒯(−𝑦), 是用 𝒞 算符定义的。后者可以表示为对所讨
论哈密顿量的本征函数 𝜙𝑛(𝑥)的求和，即

𝒞(𝑥, 𝑦) =
∞

∑
𝑛=0

𝜙𝑛(𝑥)𝜙∗𝑛(𝑦)

使用前文中双正交基，我们可以将 𝒞算符写成离散形式

𝒞 ∶=∑
𝑛
𝑠𝑛 |𝜓0𝑛⟩ ⟨𝜓1𝑛| (1-17)

其中集合 {𝑠1, ⋯ , 𝑠𝑛}定义了符号。若 𝒫𝒯-对称，则其还满足

[𝒞, 𝐻] = 0, [𝒞, 𝒫𝒯] = 0, 𝒞2 = 1 (1-18)

在量子场论中的电荷共轭算符也满足这个特性。然而，𝒞 与标准意义下的电荷共
轭无关，事实上，由于标准的电荷共轭 𝒞算符将粒子映射到同一理论中的反粒子，
对于由 Schrödinger方程描述的单体系统，不存在这样的算符。因此，𝒞𝒫𝒯也不涉
及量子场论中众所周知的对称性。此外，在量子场论中，必须满足 [𝒞𝒫𝒯,𝐻] = 0，
但不是单独满足 [𝒞, 𝐻] = 0。
有了这些量，我们可以将度规 𝜉定义为奇偶算符 𝒫和 𝒞算符的乘积 𝜉 = 𝒫𝒞。

哈密顿量是赝厄米的，则有 𝒞 = 𝒫𝜉以及如下的关系等价：

𝐻† = 𝜉𝐻𝜉−1 ⟺ [𝐻, 𝒞] = 0 (1-19)

此外，如果哈密顿量是 𝒫𝒯 对称的，也就是说 [𝐻, 𝒫𝑇] = 0，那么 𝒞算符和度规 𝜉

5



第 1章 非厄米物理简介

也是 𝒫𝒯对称的：

[𝒞, 𝒫𝑇] = [𝜉, 𝒫𝑇] = 0. (1-20)

尽管哈密顿量的谱的实性可以由该算符的反线性对称性（例如 𝒫𝒯）保证，但这时
候引入 𝒞算符会带来冗余的约束，例如 𝒞2 = 1。
可以证明，(1-16)式中引入的 𝒞𝒫𝒯内积实际上与先前讨论的 𝜉内积相同

⟨𝛹 ∣ �̃�⟩𝒞𝒫𝒯 ∶= (𝒞𝒫𝒯|𝛹⟩)⊤ ⋅ |�̃�⟩ = ⟨𝛹 ∣ 𝒫𝒞�̃�⟩ = ⟨𝛹 ∣ 𝜉�̃�⟩ = ⟨𝛹 ∣ �̃�⟩𝜉 . (1-21)

对于有限维系统，𝒞算符通常易于计算，因此可以在确定𝒫算符后采用 𝒞𝒫𝒯内积。

1.0.3 非厄米对称性

空间反演（又称宇称）和时间反演对称性是物理学中至关重要的离散对称性。

它们的作用分别为：

空间反演𝒫 ∶ �̂� → −�̂�, �̂� → −�̂�
时间反演𝒯 ∶ �̂� → �̂�, �̂� → −�̂�, i → −i.

(1-22)

在非厄米系统中，增益或耗散的引入使得很多对称性不复存在。然而，在耗散

和增益平衡的系统中，宇称-时间反演对称性却能够被保留。从上式不难看出，如
果没有虚数单位 i的存在，单纯时间反演、空间反演以及时间空间反演的组合都不
能使得空间坐标或倒空间坐标还原。

人们最早是在经典力学和光学体系认识到 𝒫𝒯 对称性的存在。事实上，后来
本德展示了量子力学中 𝒫𝒯 对称性及其破缺的效应。首先 𝒫𝒯 对称性保证了谱是
实的。其证明如下 [59]：

对于非厄米哈密顿量 H的某个本征态 |𝛹⟩，其本征值为 E。其具有𝒫𝒯对称性，
则有

[𝐻, 𝒫𝒯] = 0 (1-23)

即 H和 𝒫𝒯共享相同的本征态。不妨令 𝒫𝒯 |𝛹⟩ = 𝛶 |𝛹⟩，由于 𝒫𝒯2 = 𝕀，则 𝛶模
为 1。另一方面，𝐻(𝒫𝒯 |𝛹⟩) = 𝐸(𝛶 |𝛹⟩) = 𝛶(𝐸 |𝛹⟩) = 𝒫𝒯(𝐻 |𝛹⟩) = 𝐸∗𝛶 |𝛹⟩。即
得出 𝐸 = 𝐸∗。

𝒫𝒯 对称性的自发破缺则会导致一系列新奇的现象。首当其冲的是实谱的分
叉，即实谱变成复数谱。其量子临界对应的普适类是非幺正的。这并不存在于其

他对称性自发破缺的量子临界中。此外，𝒫𝒯对称性的破缺常常伴随着奇异点的出
现，而奇异点将在下一小节被介绍。

在凝聚态物理中，对称性的研究一直是个重要议题。尤其是近几十年来对拓扑
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第 1章 非厄米物理简介

物态的研究，催生了对物质态的分类 [60]。其中，对于对称性保护的拓扑物态来说，

最基本的三个对称性，分别为，时间反演对称性，粒子-空穴对称性以及手征对称性
（一些情况下等同于次晶格对称性）。其作用于有能隙的二次型的哈密顿量上的定

义为时间反演对称性（antiunitary）：𝒯𝐻∗𝒯−1 = 𝐻；粒子-空穴对称性（antiunitary）：
𝒞𝐻∗𝒞−1 = −𝐻；手征对称性（次晶格对称性）（unitary）Γ𝐻Γ−1 = −𝐻，或者写作

𝒯𝐻(k, r)𝒯−1 = 𝐻(−k, r)
𝒞𝐻(k, r)𝒞−1 = −𝐻(−k, r)
Γ𝐻(k, r)Γ−1 = −𝐻(k, r)

(1-24)

从上式可以看出，有能隙的二次型哈密顿量在对称 𝒯，𝒞，Γ 操作下只有十种可能

的转换方式 [60]。

（1） 时间反演对称性 𝒯：(a) 𝐻 不是时间反演不变（TRS）的，则我们在表
一中用 0表示之；(b)哈密顿量 H是时间反演不变的，而且 𝒯算子平方等于 1，在
这种情况下我们用 1表示之；(c) 𝐻是时间反演 𝒯对称的，而且 𝒯2 = −1，我们用
−1表示。

（2） 粒子-空穴对称性 𝒞。(a) 𝐻不是粒子-空穴变换不变的，PHS对应 0；(b)
哈密顿量 𝐻是粒子-空穴变换不变的，而且 𝒞算子平方等于 1，PHS对应 1；(c) 𝐻
是粒子-空穴变换不变的，而且 𝒞算子平方等于 −1，PHS对应 −1。
（3） 上述两种对称性操作贡献了 9种分类。这些还不是所有的十种情况，因

为还需要考虑哈密顿量在 𝒯𝒞=Γ 的乘积下的行为。稍加思考就会发现，对于这九
种可能性中的八种，𝒯𝒞Γ 的存在与否完全由 𝐻在 TRS和 PHS下的转变决定。(如
果 CS不是哈密顿量的对称性，我们就写成 CS=0，如果是，就写成 CS=1）。但在
TRS和 PHS都不存在的情况下，存在一种额外的可能性，即 CS仍然是守恒的，也
就是说，CS=0或 CS=1都有可能。这就产生了所有 10种哈密顿的可能行为，如
表1-2所示。
上表的分类还可以通过 K理论给出，该理论是根据矢量丛来分类的，有兴趣的读
者可以参考相关文献资料 [60]。

对于相互作用玻色子体系①，上述分类则不再适用。一种分类方式是通过群上

同调来实现，该方法的详细内容请参考文献 [61-62]，部分结果请见表1-3。
对于非厄米体系，由于𝐻†和 𝐻的不同，这将明显扩充分类类别：一类关于𝐻，

另一类关于 𝐻†（或者 𝐻𝑇）。值得注意的是，在厄米哈密顿量中明显区别的反幺正
对称性在非厄米中是统一的。限于篇幅，这里不详细讨论非厄米对称性。部分对称

① 在有相互作用的情况下，费米子和玻色子的表现将十分不一样，一个直观的原因为玻色子需要强（排斥）

相互作用来克服玻色-爱因斯坦凝聚。
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class\𝛿 T C S 0 1 2 3 4 5 6 7

A 0 0 0 ℤ 0 ℤ 0 ℤ 0 ℤ 0

AIII 0 0 1 0 ℤ 0 ℤ 0 ℤ 0 ℤ
AI + 0 0 ℤ 0 0 0 2ℤ 0 ℤ2 ℤ2

BDI + + 1 ℤ2 ℤ 0 0 0 2ℤ 0 ℤ2
D 0 + 0 ℤ2 ℤ2 ℤ 0 0 0 2ℤ 0

DIII − + 1 0 ℤ2 ℤ2 ℤ 0 0 0 2ℤ
AII − 0 0 2ℤ 0 ℤ2 ℤ2 ℤ 0 0 0

CII − − 1 0 2ℤ 0 ℤ2 ℤ2 ℤ 0 0

C 0 − 0 0 0 2ℤ 0 ℤ2 ℤ2 ℤ 0

CI + − 1 0 0 0 2ℤ 0 ℤ2 ℤ2 ℤ

表 1-2 有能隙的非相互作用拓扑体系（拓扑绝缘体和超导体）分类；𝛿 ∶= 𝑑 −𝐷，其中 𝑑
是空间维度，𝐷 + 1是缺陷的余维（这里 𝐷 = 0的情况（即 𝛿 = 𝑑）对应体拓扑绝缘体和
超导体的十重分类）；最左边的列 (A, AIII,⋯, CI)表示费米子哈密顿量的十个对称类。±1
表示的不同类型的时间反转 (T)、粒子空穴 (C)和手性 (S)对称性，0表示不存在。表中条
目 ℤ, ℤ2, 2ℤ表示拓扑非平庸的类型（通常是某个拓扑不变量所属的群），0表示不存在。
𝐷 = 0的情况（即 𝛿 = 𝑑）对应到有间隙的体拓扑绝缘体和超导体的十重分类。

性会在接下来的章节被详细介绍。关于非厄米相的分类，读者可参考文章 [63-65]。

当非厄米体系中有相互作用时，事实上，可以看到，拓扑相的不动点理论还是

由幺正的 TQFT描述的，这与某个厄米的相互作用 SPT相同。即：（局域的）非厄米
哈密尔顿的玻色 SPT相的不动点理论与一些厄米的哈密尔顿的玻色 SPT相的不定
点相同 [66]。因此，一般 1+1D非厄米玻色 SPT相仍可由第二群上同调𝐻2(𝐺, 𝑈(1)𝑇)
分类。

1.0.4 奇异点

在线性代数中，我们在参数空间中给定一个（非厄米）矩阵，矩阵元素随参数

的变化而变化。我们要求该矩阵在大部分时候是可以被对角化的。而当在参数空

间取某些点时，矩阵不能被对角化，只能化成约当块形式，且此时 (左和右)特征
向量合并。则这些点被称为奇异点。为了能更直观地讨论奇异点，我们考虑一个

最简单地例子：一个二能级系统

𝐻 = (
0 𝜖
1 0

)，𝜖 ∈ℂ
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class\𝑑 𝑑 = 0 𝑑 = 1 𝑑 = 2 𝑑 = 3

𝑈(1) × ℤ𝑇2 ℤ ℤ2 ℤ2 ℤ22
ℤ𝑇2 ℤ1 ℤ2 ℤ1 ℤ2
𝑈(1) ℤ ℤ1 ℤ ℤ1
𝑆𝑂(3) ℤ1 ℤ2 ℤ ℤ1

𝑆𝑂(3) × ℤ𝑇2 ℤ1 ℤ22 ℤ2 ℤ32
ℤ𝑛 ℤ𝑛 ℤ1 ℤ𝑛 ℤ1

𝑍𝑇2 × 𝐷2 = 𝐷2ℎ ℤ22 ℤ42 ℤ62 ℤ92

表 1-3 𝑑（空间）维度中的受一些简单的对称性（由对称群表示）保护的 SPT的例子。这
里 ℤ1表示只有拓扑平庸的相。

其本征值为 𝐸± = ±√𝜖，且右和左本征矢为 𝜓𝑅,± = (
±√𝜖
1

) , 𝜓𝐿,± =

( 1 ±√𝜖 )。不难发现，当且仅当 𝜖 = 0 时，𝐻 不能被对角化了，且此时两个
本征值和特征向量均合并为一个。与厄米情况下的简并不同，奇异点的能量简并

伴随着本征矢的融合，这导致了一系列“病态”的行为，例如，无法定义量子态的

模。因此，我们也将此称之为异常简并 [67]。

𝐻 = (
0 𝛼
1 0

) , 𝛼 ∈ ℂ, 𝐸± = ±√𝛼

𝜓𝑅,± = (
±√𝛼
1

) , 𝜓𝐿,± = ( 1 ±√𝛼 ) .

奇异点一般具有如下性质：

（1） 奇异性：例如本征值梯度发散 |∂𝛼𝐸(𝛼)| → ∞，
（2） 双正交归一性丧失，因为 ⟨𝜓𝐿,± ∣ 𝜓𝑅,±⟩ = 0，
（3） 奇异点维度的丧失，𝜓𝐿,±，𝜓𝑅,± 都减少了一个维度，即线性无关的特

征矢量的数小于特征多项式的简并度，

（4） 围绕奇异点的异常行为。例如，对于上述矩阵，我们可以绘制出本征值
在参数空间的取值图1-1（黎曼面）。图1-1中可以明显看到分支点和分支切口。在
分支点附近取一点，其需要绕两周才能回到原点。这也导致了奇异点的拓扑性质，

（5） 奇异点附近对参数的敏感性，即参数的略微改变会引起本征值和本征
态的剧烈改变，

（6） 若上述矩阵为哈密顿量，其本征值构成能谱。则动量空间作为参数空

9



第 1章 非厄米物理简介

图 1-1 在黎曼面上的奇异点（EP）图示：EP（黑色粗点）为分支点，红线表示分支切口。
𝑆1围着 EP绕一周只能到 𝑆2。

间，其中的奇异点还具有以下性质：

• 在能谱中，它们对应于能谱奇点；①

• 异常的零能模式，它们对应的态称为病态，这导致了各种奇异现象 [68] ；

• 由于非厄米费米子加倍定理，奇异点和费米点都必须在二维中成对出现 [69]；

• 奇异点对应的态可以在高一维非厄米相中作为类似于费米弧的边界态实
现 [70]；

• 奇异点附近的行为可以用量子信息理论中的技术（例如保真度）敏感地探
测到 [71]。

上述我们讨论的例子是最简单的二阶奇异点，对于更一般的高阶奇异点 [72]，

其具备以下性质：

（1） 对于 N阶奇异点，有 N个本征矢在此融合，维度减除为 (N-1)；
（2） 对于 N 阶奇异点，在其附近本征值的级数展开为 𝐸𝑁 = �̄�EP +

𝛼𝑁 (𝜖 − ̄𝜖EP)
1/𝑁 + 𝑂 [(𝜖 − ̄𝜖EP)

2/𝑁]；
（3） 对于 N阶奇异点，其拓扑数（一般缠绕数）为 (𝑁 − 1)/𝑁；
（4） 环绕高阶奇异点（𝑁 > 2）是非阿贝尔的，即不同路径环绕不互易 [73]。

① 高维的非厄米体系具有高维的奇异物体，例如，在二维非厄米金属态中会有环状奇异物体；在三维则会有

三叶草结或者霍普夫链形状的（一维）奇异物体，当然也会有面状的奇异物体
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上述性质在一些驱动-耗散的光学、声学体系 [73-77]被观测到。由于非厄米体系

态天然的会衰变，在真正量子体系观测到奇异点的所有性质仍具有一定挑战性。

1.0.5 非厄米能带理论

要讨论非厄米系统的能带理论，我们不妨从一个最小模型 [63-64,78-79]出发，

𝐻 =∑
𝑖
(𝐽𝐿𝑐†𝑖 𝑐𝑖+1 + 𝐽𝑅𝑐†𝑖+1𝑐𝑖) (1-25)

在上式中，𝐽𝐿,𝑅 都是可以在复数域内不限取值的。为了简单起见，我们可以先限定
𝐽𝐿,𝑅 为实数。取周期性边界条件，不难得到，

𝐸𝑘 = (𝐽𝐿 + 𝐽𝑅) cos(𝑘) + 𝑖 (𝐽𝐿 − 𝐽𝑅) sin(𝑘) (1-26)

显然，𝐸𝑘 不必再是实数，除非 𝐽𝐿 = 𝐽𝑅。在复平面内，其能谱形状为一椭圆，在
|𝐽𝐿| = |𝐽𝑅|时退化为一条线段。并且任意变换 𝐽𝐿,𝑅的取值，甚至加入无序或者微扰，
其能谱的拓扑形状维持不变，除非在 |𝐽𝐿| = |𝐽𝑅|处发生拓扑相变。类比于厄米能带
的拓扑理论，我们可以找到一个类似的能隙，如上述例子中的能谱复平面坐标原

点，称之为点能隙，并通过该能隙定义一个拓扑缠绕数，

𝑤 = 1
2𝜋𝑖

𝜋

∫
−𝜋

d𝑘∂𝑘 ln𝐸𝑘 (1-27)

不难发现，缠绕数有 𝑤 = ±1两个取值，分别对应两个相，在 |𝐽𝐿| = |𝐽𝑅|时发生相
变。

当然从以上结论并不能直接发掘出物理上的新奇性。事实上，在取周期性边

界条件时，即使是非厄米系统，其仍具有平移对称性。但如果取开放边界条件，情

况便明显不同。在厄米体系中，布洛赫定理认为在足够长的一维开放链中，体平

面波的线性叠加渐近与周期链中的体态相同，即具有渐进平移对称性。而对于非

厄米体系，开放的体态不再是自由延伸的平面波。由于左右跳跃的振幅不同，体

态将会积累在开链的某一端。这种现象被称为非厄米趋肤效应 [78-80]。用经典系统

能够很直观地演示这一现象。在量子领域，这种想象也会导致很多新奇的效应。

回到上述模型，取开放边界条件，不难解出波函数为 ⟨𝑛 ∣ 𝜓𝑅𝛼 ⟩ ∝ exp(𝑛/2𝜉) ,
其中 𝜉 = 1/ ln (𝐽𝐿/𝐽𝑅)，为指数衰减形式，区别于厄米的平面波形式 ⟨𝑛 ∣ 𝜓𝑅𝛼 ⟩ ∝
exp (𝑖𝑛𝑘𝛼)。而当我们限定 𝐽𝐿,𝑅为实数时，解出来的开放边界条件的能谱恒为实数，
即按照上述定义的点能隙拓扑，开边界无法讨论拓扑性。可以证明 [63-64,80]以下几

点：

（1） 点能隙拓扑非厄米体系对边界条件极为敏感 [81]；
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（2） 点能隙拓扑是非厄米体系独有的拓扑 [80]；

（3） 点能隙拓扑导致了非厄米趋肤效应，即可视为某种非厄米的体边对
应 [63-64]。

下面我们讨论更复杂一些的情形，我们考虑一个非厄米的两能带模型 [26,82]（具

有非互易跳跃项的 SSH模型）。

𝐻(𝑘) = 𝑑𝑥𝜎𝑥 + (𝑑𝑦 + 𝑖
𝛾
2) 𝜎𝑦 (1-28)

众所周知，上述哈密顿量去掉非厄米项即为著名的 SSH模型 [83-84]，该模型具

有拓扑性质。SSH模型有拓扑平庸和非平庸两个相，在拓扑非平庸相中，其具有
两个稳定边界态（拓扑零模），平庸相则无。这也是对拓扑性质最直观的表征。

回到非厄米模型，我们知道对于点拓扑的非厄米体系，其对边界条件极为敏

感，开边界具有非厄米趋肤效应。显然对于上述二能级模型，其任意一条带都具

备点能隙拓扑，因而必然有非厄米趋肤效应。然而其是否还保留有厄米时的拓扑

性质则是个疑问。

解决办法还需从熟悉的厄米拓扑能带理论中寻找。注意到，对于开边界条件，

厄米 SSH模型可以通过一个对角的相似变换得到上式

�̄�OBC = 𝑆−1𝐻OBC𝑆 (1-29)

其中

𝑆 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

1
𝑟
𝑟
...
𝑟𝐿−2

𝑟𝐿−1

𝑟𝐿

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

(1-30)

式中 𝑟 = √|(𝑡1 − 𝛾/2) / (𝑡1 + 𝛾/2)|。

ei𝑘 → 𝛽 ≡ 𝑟ei𝑘

𝐻(𝑘) → 𝐻(𝛽) 𝑘 → 𝑘 − i ln 𝑟
(1-31)

这里的 𝛽十分重要，替代了厄米情况下 ei𝑘 的作用，其构成的图形 𝐶𝛽 我们称作推
广的布里渊区。通过开放边界的薛定谔方程，我们可以得到

|𝛽1(𝐸)| = |𝛽2(𝐸)| = 𝑟 ≡ √|
𝑡1 − 𝛾/2
𝑡1 + 𝛾/2

| (1-32)
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所以开放边界条件下的波函数相当于两个“平面波”的线性叠加。由于非厄米的

特殊性，在上一小节我们也已经讨论过，开边界的能谱跟周期边界的能谱有明显不

同。通过数值计算也不难发现，开边界与周期边界的能隙关闭点并不一致。所以，

厄米的体边对应原则显然是失效的。拓扑属性始终是与稳定的零能边界态绑定的。

仿照厄米情况下布里渊区拓扑不变量的计算，我们可以利用 𝛽来替换 ei𝑘，并且运

用双正交基以满足自洽条件，从而得到新的缠绕数。

按照上述原则，我们尝试定义出非厄米 SSH模型的拓扑不变量。首先该模型
仍然具有手征对称性，该对称性确保 |�̃�R,L⟩ = 𝜎𝑧|𝑢R,L⟩。|𝑢R,L⟩分别是 H的右和左
特征向量，其特征值分别为 −𝐸和 −𝐸∗，

𝐻(𝛽) |𝑢R⟩ = 𝐸(𝛽) |𝑢R⟩ ,
𝐻†(𝛽) |𝑢L⟩ = 𝐸∗(𝛽) |𝑢L⟩ ,

(1-33)

同样的，|�̃�R,L⟩也是。事实上，
对于具有手征对称性的哈密顿量，总是可以写成块斜对角矩阵。从而，按照一

维厄米哈密顿量定义缠绕数的方法，我们同样可以定义一个 Q矩阵，

𝑄(𝛽) = |�̃�𝑅(𝛽)⟩⟨�̃�𝐿(𝛽)| − |𝑢𝑅(𝛽)⟩⟨𝑢𝐿(𝛽)| (1-34)

Q矩阵也具有手征对称性，其也具有块斜对角形式。

𝑄(𝛽) = (
0 𝑞
𝑞−1 0

) (1-35)

从而得到所谓的非布洛赫绕数

𝑊 = 𝑖
2𝜋 ∫

𝐶𝛽

𝑞−1𝑑𝑞 (1-36)

其中 𝐶𝛽 称作"广义布里渊区 "，即 𝛽 = 𝑟𝑒𝑖𝑘 相位变化 2𝜋所围成的区域。值得一提
的是，使用 𝐻(𝑘)的传统公式有时可能会产生正确的相图，如果 𝐶𝛽 恰好是一个单
位圆。上式很好的还原了非厄米体系中的体边对应原则，从而定义了非厄米体系

能带的拓扑。事实上，对于更一般的模型，按照上述思路，依旧可以得到能还原体

边对应的拓扑非布洛赫绕数 [85-86]。值得注意的是，高维的情况则复杂的多，目前

仍旧没有一个完备的统一理论，这也是目前研究的热点。

1.0.6 开放系统方法

从以上小节关于非厄米物理的讨论可以看出，非厄米如果作为开放系统的有

效描述，它仍然保留了很多孤立系统量子理论的概论，例如波和波函数等。在这
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第 1章 非厄米物理简介

样一种描述中，我们可以完全忽视“环境”的存在。这种描述更接近于一种“静

止的”或者“稳定”的状态。然而，在很多情况下，微观量子系统与它们的环境之

间的耦合都是至关重要的。尤其对于单个原子、离子、分子、光子或电子的水平

上的观察和控制。当然，对于一些固体系统，包括量子点 [87]、色心 [88-89]、库珀对

盒 [90-91]，与微波条纹腔 [92-93]等。在凝聚态物理学中，有一个特别具有代表性的例

子，即耦合玻色型浴的自旋耗散模型 [94]。此外，开放量子系统的研究在宇宙学中

也扮演重要作用 [95-96]。

利用对环境的可控耦合来高精度地控制和操纵量子相干是量子开放系统问题

最主要的应用。这种情况下跟非厄米物理显著的区别，我们已经不能保持态的概

念，相对的只有密度矩阵的概念。

开放量子系统问题，总结来说就是已知总系统 (𝑆 + 𝐵,ℋ𝑆⊗ℋ𝐵, 𝜌)以及两个
子系统，即 (𝑆,ℋ𝑆, 𝜌𝑆)及其环境 (𝐵,ℋ𝐵, 𝜌𝐵)。总的哈密顿量，

𝐻 = 𝐻𝑆⊗ 𝐼𝐵 + 𝐼𝑆⊗𝐻𝐵 + 𝐻𝐼
= 𝐻𝑆 + 𝐻𝐵 + 𝐻𝐼

(1-37)

需要求 S的含时演化，即

𝜌(𝑡) =∑
𝛼
𝑤𝛼 |𝜓𝛼(𝑡)⟩ ⟨𝜓𝛼(𝑡)| , 𝜌𝑆(𝑡) = Tr𝐵 𝜌(𝑡)

𝑑
𝑑𝑡𝜌(𝑡) = −𝑖[𝐻, 𝜌(𝑡)],

𝑑
𝑑𝑡𝜌𝑆(𝑡) = −𝑖 tr𝐵[𝐻, 𝜌(𝑡)]

(1-38)

事实上，直接求解该微分方程的复杂度是相当大的，对于 N个量子比特的系
统，解薛定谔方程的复杂度量级是 2𝑁，而研究约化密度矩阵的复杂度量级至少是
4𝑁。适当的近似显然是必要的。
近些年来发展较为成熟的林德布莱德量子主方程（FGKSLME）方法 [97-98]就

是从上述方程出发，假定了：

（1） 环境足够大且几乎不含时演化，即波恩近似 𝜌(𝑡) ≈ 𝜌𝑆(𝑡) ⊗ 𝜌𝐵；
（2） S和环境 B的相互作用没有记忆，即马尔科夫假设，这使得 𝜌𝑆(𝑡)在积

分符号里可以视为常数；

（3） 上述两条换言之即为，环境 B弛豫时间小于 S弛豫时间，环境 B与系
统 S的关联时间足够短（关联函数衰减足够快）；
（4） 采取近谐振近似，保留至系统-环境耦合的二阶微扰项，

我们便可得到一个如下所示的密度矩阵的微分方程 [5]

𝑑
𝑑𝑡 �̂� = ℒ�̂� = −i[�̂�, �̂�] +∑

𝑛
(�̂�𝑛�̂��̂�†𝑛 −

1
2�̂�

†
𝑛�̂�𝑛, �̂�) (1-39)

这就是所谓的 Lindblad主方程，式中 �̂�𝑛表示由环境耦合带来的量子跳跃项。这个
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第 1章 非厄米物理简介

主方程的生成器 ℒ 是时间无关的超算符，这导致了一个表示开放系统动力学的动
态半群。类比于哈密顿量的称谓，我们称之为刘维尔量。注意到上式还可以写成

𝑑
𝑑𝑡 �̂� = −i (�̂�eff�̂� − �̂��̂�†eff) +∑

𝑛
�̂�𝑛�̂��̂�†𝑛 (1-40)

其中，

�̂�eff ∶= �̂� −
i
2∑

𝑛
�̂�†𝑛�̂�𝑛 (1-41)

为有效非厄米哈密顿量，即忽略(1-40)式右边的量子跳跃项时，系统还是可以退化
为一个非厄米哈密顿量描述的薛定谔方程。上述方程还可以通过其他方法推导得

到，例如量子轨迹方法 [58]。该方法假定在 [𝑡, 𝑡 + 𝑑𝑡]时段内，系统的“态”经历
了 (1 − i�̂�eff𝑑𝑡)的演化，对态作一个系综平均，即回到(1-39)式。它允许在不直接
传播密度矩阵的情况下数值求解主方程。相反，纯态在时间上被传播，耗散过程

由哈密顿量的修正和量子跳跃描述——在特定时间发生的状态的突然变化。通过
在量子跳跃的时间和类型上进行适当的随机平均，可以在可控制的统计误差内忠

实且高效地重构在主方程下传播的系统的期望值。这种技术特别吸引人，因为当

与连续测量理论相结合时，它还可以帮助我们对耗散过程的影响有一个物理直观。

具体的推导过程在此次略去，有兴趣的读者可以参考综述文章 [58]。

由于刘维尔量（Liouvillian）是一个超算符，即作用在算符上的算符。按计
算的语言来说，算符是作用在矢量上，而超算符是作用在矩阵上的。这对我们计

算是很不方便的。有一种常用的方法就是将将超算符展平为算符，将矩阵 𝜌 =
∑dimℋ
𝑛,𝑚=1⟨𝑛|𝜌|𝑚⟩|𝑚⟩⟨𝑛|展平为𝑚 × 𝑛维向量，即张量的向量化 [99]。即

𝜌 =
dimℋ

∑
𝑛,𝑚=1

⟨𝑛|𝜌|𝑚⟩|𝑚⟩⟨𝑛| ⟹ |𝜌⟩ = 𝜌 =
dimℋ

∑
𝑛,𝑚=1

⟨𝑛|𝜌|𝑚⟩|𝑚⟩|𝑛⟩ (1-42)

一个简单的示例如下

𝜌 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] ⟹ |𝜌⟩ = [ 𝑎 𝑐 𝑏 𝑑 ]
𝑇

而对超算子 𝒪，则有
𝒪𝜌 ⟹ 𝒪|𝜌⟩ ≡ ∑𝑛,𝑚⟨𝑛|𝜌|𝑚⟩(𝒪|𝑚⟩)|𝑛⟩
𝜌𝒪 ⟹ 𝒪|𝜌⟩ ≡ ∑𝑛,𝑚⟨𝑛|𝜌|𝑚⟩|𝑚⟩(𝒪|𝑛⟩⟩

(1-43)
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第 1章 非厄米物理简介

这样一来主方程可以写成

ℒ|𝜌⟩ ≡ −𝚤 (𝟙 ⊗ 𝐻 − 𝐻𝑇⊗ 𝟙) |𝜌⟩−∑
𝜇

1
2 (𝟙⊗ 𝐿†𝜇𝐿𝜇 − 𝐿𝑇𝜇𝐿∗𝜇⊗ 𝟙) |𝜌⟩−(𝐿∗𝜇⊗𝐿𝜇) |𝜌⟩

(1-44)
将问题转化为本征值问题 ℒ|𝜌⟩ = 𝜆𝑗|𝜌⟩，其中 𝜆𝑗 为 Liouvillian的本征值谱。这就
将原来维度为 n的希尔伯特空间扩充到了 2n维，因此 Liouvillian的本征态数量为
22𝑛。含时密度矩阵的解为

𝜌(𝑡) =∑
𝑖
𝜌𝑖(0)𝑒𝜆𝑖𝑡 (1-45)

其中 𝜌𝑖(0)中对应零本征值的被称为稳态，即系统在无限长时间后所处的状态。
当然由于主方程方法的局限性①，对于很多特定情况下的开放系统问题，我们

需要采取特定的方法，例如，处理强涨落体系的量子朗之万方法 [100-102]和处理量

子光学及冷原子体系的连续测量理论 [103]等。值得注意的是许多固体系统都被其

耗散动力学的非马尔可夫方面所支配 [6,104-106]，主方程方法则无法涵盖这些方面。

1.1 纠缠熵

自量子力学诞生以来，量子纠缠 [107]作为一个幽灵般的概念，一直在引发人们

的争论。量子纠缠是关乎量子力学本质的一大基本问题。自贝尔提出著名的贝尔

不等式之后，量子纠缠在一系列领域都引发了人们的广泛研究，尤其是在量子光

学、量子信息和量子密码学等领域。值得注意的是，得益于量子信息理论的发展，

凝聚态物理中量子纠缠 [108-109]也越来越多的被研究和发展，凝聚态体系中多体纠

缠态的研究迅速成为一个非常活跃的话题。与此同时，量子多体系统的数值方法

也利用了这些进展，非常有效的变分技术如矩阵乘积和张量网络方法的发展令人

印象深刻 [110-111]。

另一方面，熵作为一个经典物理学中的概念，它描述了一个系统的混乱程度。

从信息学的角度上看，熵就是系统所有可能微观状态所蕴含的信息量，换言之，也

就是我们要从一个宏观系统中确定其微观状态所需要的信息量或者说是信息缺乏

量。这本质上也就是统计学中随机性或者不确定性，它源于微观粒子的无规则热

运动。而将这个概念扩充到量子领域，则会出现不同。我们将看到，即使在零温的

时候，熵也可以是非零的。这种熵的产生并不是由于客观的信息缺乏，而是源于

上述量子力学的一个基本性质——量子纠缠。这种量子随机性所产生的熵我们叫
做纠缠熵或者几何熵 [112]。近年来，人们发现，纠缠熵在高能物理 [113]和凝聚态物

① 主方程方法通常应用于量子相干高度可控的少体系统，如超导量子比特系统和冷原子体系。
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第 1章 非厄米物理简介

理中均扮演了举足轻重的角色，对纠缠熵的研究加深了人们对黑洞、量子引力以

及固体宇宙的理解。

1.1.1 纠缠熵的定义

在定义纠缠熵之前，我们需要考虑一个孤立的零温系统。将系统的自由度分

成两块，两个希尔伯特子空间 A 和 B，即 ℋ = ℋ𝐴 ⊗ℋ𝐵。若 A 和 B 之间没有
纠缠，则系统是一个直积态，即 |𝜓⟩ = |𝑎⟩ ⊗ |𝑏⟩。若 A和 B之间存在纠缠，则系
统不能写成一个直积态。在讨论量子纠缠时，我们必须引入密度矩阵的概念，即

𝜌𝐴𝐵 ∶= 𝜌 = |𝜓⟩⟨𝜓|。因为存在纠缠的子系统将不能写成一个量子态的形式，而只
有密度矩阵的形式。

我们定义 A的约化密度矩阵为

𝜌𝐴 = Tr𝐵 [𝜌𝐴𝐵]

对 B同理。不难发现约化密度矩阵有以下性质：
（1） Tr𝐴 [𝜌𝐴] = Tr𝐴𝐵 [𝜌𝐴𝐵] = 1；
（2） 𝜌𝐴是厄米的；
（3） 若两个子系统未纠缠，则 𝜌𝐴的本征值只有 1（不简并）和 0（可以存在

简并）；

（4） 作用于子系统 A上的可观测物理量 𝑂𝐴 的期望值可以使用如下公式计
算：

⟨𝜓 |𝑂𝐴| 𝜓⟩ = Tr𝐴,𝐵 [|𝜓⟩⟨𝜓|𝑂𝐴] = Tr𝐴 [𝜌𝐴𝑂𝐴] (1-46)

从而冯诺伊曼熵（纠缠熵）可以通过如下公式定义：

𝑆𝐴 = −Tr𝐵 [𝜌𝐴 ln𝜌𝐴] = −∑
𝑖
𝑝𝑖 ln𝑝𝑖 (1-47)

其中 𝑝𝑖 为 𝜌𝐴的本征值。不难证明纠缠熵有如下性质：
（1） 若系统是一个直积态，则 A子系统是一个纯态，𝑆𝐴 = 0；
（2） 若系统是一个纯态，则 𝑆𝐴 = 𝑆𝐵。

推广到更一般的情形，则有：

（1） 𝑆(𝜌)为零当且仅当 𝜌表示纯态；
（2） 对于最大混态，𝑆(𝜌)取极大值，等于 log𝑁，N是希尔伯特空间的维数；
（3） 对 𝜌做基变换，𝑆(𝜌)不变。即 𝑆(𝜌) = 𝑆 (𝑈𝜌𝑈†)，U为任意幺正变换；
（4） 𝑆(𝜌)对于无关联系统可加性:𝑆 (𝜌𝐴⊗𝜌𝐵) = 𝑆 (𝜌𝐴) + 𝑆 (𝜌𝐵)；
（5） 若总系统存在A和B以外的子系统C，则 𝑆(𝜌)具有次可加性：𝑆 (𝜌𝐴𝐶) ⩽

17



第 1章 非厄米物理简介

𝑆 (𝜌𝐴) + 𝑆 (𝜌𝐶)，更强的结论为：𝑆 (𝜌𝐴𝐵𝐶) + 𝑆 (𝜌𝐵) ⩽ 𝑆 (𝜌𝐴𝐵) + 𝑆 (𝜌𝐵𝐶)。
值得一提的是，纠缠熵中的约化密度矩阵若换成 𝜌 ∼ 𝑒−𝛽𝐻，我们将得到波尔茨
曼-吉布斯熵（热力学熵）。在纠缠熵的基础上，我们可以引申出一个更一般的物理
量：瑞尼熵

𝑆𝐴(𝑛) =
1

1 − 𝑛 ln (Tr [𝜌𝑛𝐴]) (1-48)

其中 𝑛为任意大于 1的正整数。从而，纠缠熵可以看作瑞尼熵的一个特例，

−Tr [𝜌𝐴 ln (𝜌𝐴)] = lim
𝑛→1

1
1 − 𝑛 ln (Tr [𝜌𝑛𝐴]) (1-49)

需要注意的是，在量子蒙特卡洛或者计算量子场论中的几何熵时，瑞尼熵是更自

然的量。

当我们考虑凝聚态体系中的一些物理量时，另一个量。互信息，

𝐼(𝐴 ∶ 𝐵) = 𝑆 (𝜌A) + 𝑆 (𝜌𝐵) − 𝑆 (𝜌AB) (1-50)

也扮演十分重要的作用。其具备以下性质：

（1） 非负性：𝐼(𝐴 ∶ 𝐵) ⩾ 0；
（2） 若互信息为 0则 𝜌AB = 𝜌A ⊗𝜌𝐵，即 AB之间无任何关联；
（3） 若 AB为纯态，则 𝐼(𝐴 ∶ 𝐵) = 2𝑆 (𝜌A)；
（4） 𝐼(𝐴 ∶ 𝐵)刻画了AB之间的关联度，其满足 𝐼(𝐴 ∶ 𝐵) ⩾ (⟨𝑂𝐴𝑂𝐵⟩−⟨𝑂𝐴⟩⟨𝑂𝐵⟩)2

2‖𝑂𝐴‖2‖𝑂𝐵‖2
。

1.1.2 纠缠谱

在这一节我们进一步讨论量子信息理论中一系列线性代数操作，例如，施密

特分解。

我们分别在ℋ𝐴和ℋ𝐵 中选定一组基 |𝑎𝑖⟩、|𝑏𝑖⟩，纯态 |𝜓⟩ ∈ ℋ = ℋ𝐴⊗ℋ𝐵 可
以写成

|𝜓⟩ =∑
𝑖𝑗
𝑀𝑖𝑗 |𝑎𝑖⟩ ⊗ |𝑏𝑗⟩ (1-51)

其中𝑀是 [𝑚 = dim (ℋ𝐴)] × [𝑛 = dim (ℋ𝐵)]维的矩阵。紧接着我们对M进行奇异
值分解。可以证明的是，存在幺正矩阵 U(大小𝑚×𝑚)和 V(大小 𝑛×𝑛)，以及一个
对角矩阵 Λ，其对角元 𝜆𝑖 即为 𝑀 的奇异值且为实的非负数，并使得 𝑀 = 𝑈Λ𝑉†。
如此，我们可以重写纯态

|𝜓⟩ =∑
𝑖𝑗𝑘
𝑈𝑖𝑘𝜆𝑘𝑉†𝑘𝑗 |𝑎𝑖⟩ ⊗ |𝑏𝑗⟩ (1-52)

并重新定义两组基 |𝑢𝑘⟩ = ∑𝑘 𝑈𝑖𝑘 |𝑎𝑖⟩ , |𝑣𝑘⟩ = ∑𝑘 �̄�𝑗𝑘 |𝑏𝑖⟩。它们显然满足正交归一

18



第 1章 非厄米物理简介

条件 ⟨𝑢𝑘 ∣ 𝑢𝑘′⟩ = ⟨𝑣𝑘 ∣ 𝑣𝑘′⟩ = 𝛿𝑘,𝑘′。至此，我们就完成了对 |𝜓⟩的施密特分解

|𝜓⟩ =∑
𝑘
𝜆𝑘 |𝑢𝑘⟩ ⊗ |𝑣𝑘⟩ (1-53)

并且，我们容易得到约化密度矩阵的新形式

𝜌𝐴 = Tr𝐵[|𝜓⟩⟨𝜓|] =∑
𝑘
|𝜆𝑘|

2 |𝑢𝑘⟩ ⟨𝑢𝑘| (1-54)

对 B同理。不难看出，这时 𝜌𝐴 已经被自动对角化了，其本征值即为 |𝜆𝑘|
2
，这称

作约化密度矩阵的纠缠谱。|𝜆𝑘|
2
其实也是 𝜌𝐵 的非零本征值。这同时也实现了对

𝑆𝐴 = 𝑆𝐵 的证明。
之所以称之为纠缠谱，是因为其确实在某些方面类似于能谱的作用。为了看

出纠缠谱的物理意义，我们需要引入热场双重态的概念，

|𝛹⟩TFD =
1
√𝑍

∑
𝑛
𝑒−𝛽𝐸𝑛/2|𝑛⟩𝐴⊗ |𝑛⟩𝐵 (1-55)

其中 𝑍 = ∑𝑛 𝑒−𝛽𝐸𝑛 为配分函数，事实上就是态的归一化因子。约化密度矩阵

𝜌𝐴 =
1
𝑍∑

𝑛
𝑒−𝛽𝐸𝑛|𝑛⟩𝐴𝐴⟨𝑛|

= 1
𝑍𝑒

−𝛽𝐻𝐴

(1-56)

式中 𝐻𝐴|𝑛⟩𝐴 = 𝐸𝑛|𝑛⟩𝐴为纠缠哈密顿量，𝑝𝑖 = 𝑒−𝛽𝐸𝑖/𝑍为波尔茨曼权重。从而，纠
缠熵

𝑆𝐴 = − tr𝐴 [𝜌𝐴 (−𝛽𝐻𝐴 − ln𝑍)] ,
= 𝛽 (⟨𝐻𝐴⟩ − 𝐹) ,

(1-57)

其中 𝛽𝐹 = − log𝑍为自由能。从上述推导中，我们可以看出纠缠谱在熵的计算过
程中扮演着类似能谱的作用。此外，从纠缠谱中的中间能隙态还能与拓扑边界态

一一对应。

从这个过程逆推，假设我们先有一个子系统 A混态 𝜌𝐴，需要得到一个纯态的
总系统。我们知道 A的补集 B的非零本征值与 A相同，因此，最简单的方法就是
复制一份 A来替充 B。因此，我们先对角化 𝜌𝐴，不妨令𝜌𝐴 = ∑𝑘 𝑝𝑘|𝑘⟩⟨𝑘|，则纯态
|𝜓⟩ = ∑𝑘 √𝑝𝑘|𝑘⟩𝐴⊗ |𝑘⟩𝐵，其中 B为 A的复制。该过程叫做 𝜌𝐴的纯化 [114]。

1.1.3 面积律

面积律的概念是相对于体积律提出的 [115-117]。在热力学和统计物理中，熵总

是正比于系统的体积，这可称之为体积律。而在零温的量子系统中，熵不再正比
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第 1章 非厄米物理简介

于体积，而是在一般情况下正比于表面积。更为严谨的描述如下：对于仅具有短

程相互作用的零温量子体系的基态，其子系统纠缠熵是尺度的正关联函数，且最

高幂次为子系边界面积的幂次，即

𝑆𝐴 ∼ 𝒪( Area of ∂𝐴) = 𝒪 (𝐿𝑑−1)

更详细地说，设

（1） 纯态 |𝜓⟩是空间维度 𝑑 上某局域哈密顿量的基态，其中所有关联函数
在空间中呈指数衰减，

（2） 关联长度有限 𝜉，且子系统 A的尺度 𝐿比 𝜉要大。
（3） A和 B(B是 A的补集)之间的纠缠完全是由于局部相关性导致的，即

不存在某些长程关联。

（4） 位于 A内部的自由度之间的相关性不影响 𝑆𝐴，区域 B也一样。
这样我们就可以说，对于纠缠熵的唯一贡献是那些发生在 A和 B边界上的相关性。
该定理对任意维的有能隙系统都适用，对某些特定的无能隙系统也适用。并且对于

1D中的有能隙的系统可以通过 Lieb-Robinson界限定理 [118]严格证明。特别地，通

过近年来飞速发展地张量网络方法 [111]，我们能够更直观地看到纠缠熵的相关性

质。在一维情况下，有能隙意味着基态可以通过一个矩阵乘积态表示。在这种状态

中，每个格点只通过与相邻格点的纠缠与系统中的其他部分相联系。在高维，情况

会更加复杂。MPS在 𝑑 > 1中的直接推广称为“投影纠缠对态（PEPS）”[111,119-120]。

这种状态明显也满足面积律：这种状态的一个子区域的纠缠熵上界由被割断的键

数乘以 log(𝜒)给出。
特别的，需要注意以下违反面积律的情况：

（1） 对 1维的量子临界系统，𝑆𝐴 ∼ 𝒪 (ln 𝐿)。①

（2） 对于高维的具有费米面的无能隙系统，𝑆𝐴 ∼ 𝒪 (𝐿𝑑−1 ln 𝐿)：可以认为高
维费米面的每个点都对应一个 CFT [124-125]。

（3） 对于高维连续对称性破缺相 [126]，𝑆𝐴 ∼ 𝒪 (𝐿𝑑−1) + 𝒪(ln 𝐿)
（4） 对于 2维拓扑序，𝑆𝐴 ∼ 𝒪 (𝐿) + ln𝐷，其中 D为量子维度 [127-128]。

（5） 对于高维离散对称性破缺相 [129-130]，𝑆𝐴 ∼ 𝒪 (𝐿𝑑−1) + ln𝐷，其中 D为
简并度。

（6） 高度无序的系统，如随机单态系统 [131-133]。

① 通过二维共形场论（CFT）可以证明，𝑆𝐴 =
𝑐
3 log 𝐿

𝜖（其中 A是长度为 𝐿的单个区间）, 𝜖是一个短程（紫
外）截断，𝑐是“中心荷”，是关于关键自由度数目的一个量度。即使有能隙，严格的结果仅表明存在具有
𝑂(𝑒𝐿 log𝑑)（其中 𝐿是系统的线性大小）的 PEPS [121]。因此，在 1维的无能隙态和 1维的有能隙态中，仅采用
这个数据（面积定律）的数值方法存在困难。更精细的表述考虑了在每个长度尺度上的纠缠程度。将这些

额外数据整理为逐层的纠缠重整化过程。这个想法的最佳实现是MERA（多尺度纠缠重整化近似）[122-123]，

它是研究 𝑑 = 1量子临界点的最先进方法。
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当然如果系统不处于基态。在热力学极限下，一个多体系统的第一激发态通

常具有零能量密度①。如果基态遵循面积定律，那么这样的（激发）状态仍将遵循

面积定律。但是一般来说，具有有限能量密度和有限温度的状态将具有体积律的

纠缠熵。

体积律的系数是热熵密度，它随温度增长而增长。热态是高度纠缠（混乱）的

状态,一般考虑如下的热场双重态，同时也是热态的纯化：

|𝜓⟩ = 𝒵−
1
2 ∑
𝐸
𝑒−𝛽𝐸/2 |𝐸⟩ |𝐸⟩

由此计算的纠缠熵可以与热力学熵对应起来。这样一来，实际上，热态的体积律纠

缠熵可以视为与热浴（而不是系统本身的部分之间的纠缠）的（短程）纠缠 [134-137]。

对于这种混态，需要使用更复杂的测量方法来从这种混合熵中分离出量子纠缠，例

如纠缠消极度 [138-139]等。

1.1.4 自由费米子方法

在讨论凝聚态物理问题时，最简单的且最富有启发性的是从以下二次型哈密

顿量出发

𝐻0 =∑
𝑖,𝑗
𝐴𝑖,𝑗𝑐†𝑖 𝑐𝑗 +∑

𝑖,𝑗
B𝑖,𝑗𝑐†𝑖 𝑐†𝑗 + h.c. (1-58)

显然 𝐻0可以通过玻戈留波夫变换对角化，从而二体关联函数 ⟨𝑐†𝑖 𝑐𝑗⟩能够很容易的

计算出来。维克（Wick）定理指出 [140-142]，通过二体关联函数 ⟨𝑐†𝑖 𝑐𝑗⟩，可以生成任意

的关联函数。假设我们取一个子系统A，其中的关联函数 𝐶𝑖𝑗 = ⟨𝑐†𝑖 𝑐𝑗⟩𝑖,𝑗∈𝐴
也是能够

轻松得到的，从而约化密度矩阵 𝜌𝐴 可以通过 𝐶𝑖𝑗 写出来。这也意味着纠缠哈密顿
量 𝐻𝐴也是如上的二次型。𝜌𝐴和 𝐻𝐴的形式仍是不明朗的，我们从 𝐶𝑖𝑗 = ⟨𝑐†𝑖 𝑐𝑗⟩𝑖,𝑗∈𝐴
出发，构造关联矩阵

𝐶 = [
⟨𝑐†𝑖 𝑐𝑗⟩ ⟨𝑐†𝑖 𝑐†𝑗 ⟩
⟨𝑐𝑖𝑐𝑗⟩ ⟨𝑐𝑖𝑐†𝑗 ⟩

] = ⟨[
𝑐†

𝑐
] [ 𝑐 𝑐† ]⟩

= [
𝐴 𝐷
𝐷† 1 ± 𝐴𝑡

]

(1-59)

其中 𝐷𝑖𝑗 = ⟨𝑐†𝑖 𝑐†𝑗 ⟩ , 𝐴𝑖𝑗 = ⟨𝑐†𝑖 𝑐𝑗⟩。

① 后面我们将看到，对于一般的幺正的理论，这一点始终成立。而对于非幺正理论，这一点是显然违背的
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先通过玻戈留波夫变换使其对角化，即

[
𝑎†

𝑎
] = 𝑈 [

𝑐†

𝑐
] ,

𝑈 [
∓1 0
0 1

]𝑈† = [
∓1 0
0 1

]

式中 𝑎†𝑘 , 𝑎𝑘 表示 Bogoliubov准粒子。得到的矩阵为对角矩阵，

[
⟨𝑎†𝑘𝑎𝑘′⟩ ⟨𝑎†𝑘𝑎†𝑘′⟩
⟨𝑎𝑘𝑎𝑘′⟩ ⟨𝑎𝑘𝑎†𝑘′⟩

] = 𝛬 = 𝑈𝐶𝑈†

= [
𝜆𝑘𝛿𝑘,𝑘′ 0
0 (1 ± 𝜆𝑘) 𝛿𝑘,𝑘′

]
(1-60)

式中 𝜆𝑘, (1 ± 𝜆𝑘)为关联矩阵的本征值。其中正负号分别表示玻色子（上层符号）
和费米子（下层符号）。鉴于玻色子和费米子的区别，我们引入矩阵

𝛴 = [
∓1 0
0 1

]

显然有 𝑈𝛴𝑈† = 𝛴，且不难发现 𝑈𝐶𝛴𝑈−1 = 𝛬𝛴。
在上一小节，我们知道约化密度矩阵可以由一个纠缠哈密顿量表示，𝜌𝐴 =

1
𝑍𝑒

−𝛽𝐻𝐴。其中 𝛽可以设为 1。由维克定理，又可以得知纠缠哈密顿量的形式，𝐻𝐴 =
∑𝑘 𝜖𝑘𝑎†𝑘𝑎𝑘，其中 𝑎𝑘 为纠缠模式。至此，只需要得到 𝜖𝑘 的值，就能够获得所有的
纠缠信息。这里需再利用经典-量子对应原理，将这里的算符的期望值视作某种热
力学系综平均。其中期望值为

⟨𝑎†𝑘𝑎𝑘′⟩ = 𝛿𝑘,𝑘′𝜆𝑘， ⟨𝑎𝑘𝑎𝑘′⟩ = ⟨𝑎†𝑘𝑎†𝑘′⟩ = 0 (1-61)

统计平均为

⟨𝑎†𝑘𝑎𝑘⟩ =
1

𝑒𝜖𝑘 ∓ 1 (1-62)

取两式相等即得

𝜆𝑘 =
1

𝑒𝜖𝑘 ∓ 1 (1-63)

从而

𝜖𝑘 = ln(1 ± 𝜆𝑘𝜆𝑘
) (1-64)
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约化密度矩阵 𝜌𝐴 ∼ exp (−∑𝑘 ln (1±𝜆𝑘𝜆𝑘
) 𝑎†𝑘𝑎𝑘)，最终的纠缠熵为

𝑆𝐴 =∑
𝑘
−𝜆𝑘 ln(𝜆𝑘) − (1 ± 𝜆𝑘) ln(1 ± 𝜆𝑘) (1-65)

对于一维费米子体系，上式可以通过一些方法解析，例如通过 Toeplitz矩阵 [143]的

渐进解析性质得到的 Fisher-Hartwig猜想 [144-145]，得到纠缠熵的近似表达式。由于

过程过于冗长，在此便不再赘述。一个很重要的结论为，对于有能隙系统，其纠缠

熵与系统尺寸无关；而对于一维费米海，𝑆𝐴 =
1
3 log 𝐿。

1.2 一维相互作用费米子体系的解析方法

1.2.1 玻色化

在凝聚态物理中，相互作用问题一直是最为困难的。显然，直接处理四次型哈

密顿量在解析上变得相当困难。在二维和三维中，许多低温下相互作用的费米子

系统是由朗道发展的费米液体理论描述的。根据这一理论，在零度温度下，每一种

费米子的基态在动量空间中都有一个费米面，其能量称为费米能量 𝐸𝐹，使得该表
面内的所有状态 (即能量小于 𝐸𝐹的状态)都被占据，而该表面外的所有状态都未被
占据。一个基本的低能激发是一个粒子在费米表面外 (内)的状态下被创造 (湮灭)；
它们分别被称为粒子激发和空穴激发。在相互作用系统中，这些单粒子激发伴随

着粒子-空穴对云，它们通常被称为准粒子。它们携带的电荷与单个粒子 (或空穴)
相同。在费米液体中，各种关联函数在长距离上以幂次律衰减，其指数与相互作

用的强度无关。因此，非相互作用系统和相互作用系统具有相同的指数，具有普

适性。而当自发对称性破缺发生，即某些序产生时，上述讨论便不再适用。

一维中相互作用的费米子系统的行为完全不同。一般情况下，它是一个拉丁

格液体，其具有以下性质。

（1） 所有的低能激发都可以被认为是粒子-空穴（对）激发；
（2） 所有这些激发都具有线性色散关系；
（3） 费米动量处的动量分布函数存在不连续，即有一个尖锐的费米面；
（4） 指数以一种非普适性的方式依赖于相互作用的强度。
玻色化的基本思想是，当某种理论既可以当作费米子问题思考，也可以当作

玻色子问题思考，且得到的结果一致时，我们便可以采取那种更简单的方法，而这

种方法通常是玻色子的方法。后文中，我们将看到，玻色化的方法可以将一个相

互作用的费米子问题转化为自由的玻色子问题。这样的转化思路无疑使问题得到

极大地化简。
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1963 年，拉丁格第一个在相互作用费米子的一维理论中确定某些基本激发
的玻色子样行为 [146]。随后，又有很多物理学家沿着这一思路，发展了这套理论。

1975年，西德尼·科尔曼（Sidney Coleman [147]）以及丹尼尔·马蒂斯（Daniel C.
Mattis [148]）依据 (1 + 1)维狄拉克费米子的解析性质分别提出了玻色子化方法。他
们确定了这种费米子的关联函数可以用自由玻色子场的关联函数来表示。至此，一

维相互作用费米子体系的玻色化方法被基本建立，这对高能物理和凝聚态物理都

具有深刻的影响。后来人们逐渐认识到，一维金属体系中的低能区可以用一种普

遍有效理论来描述，这种理论后来被命名为“拉丁格-”或“Tomonaga-Luttinger液
体”。这种状态的微观描述是由 Haldane得到的 [149]，而最初的想法是由 Efetov和
Larkin提出的 [150]。

玻色化方法内涵十分丰富，限于篇幅，这里只提供它的基本思路。关于玻色化

的详细介绍，读者可以参考教材和综述文章 [151-152]。

这里我们先考虑无自旋相互作用费米子。假设费米海无穷大，所有的激发具

有线性色散，那么可以定义密度算符

𝜌(𝑞) ≡∑
𝑘
𝑐†𝑘+𝑞𝑐𝑘 (1-66)

𝑐†𝑘 , 𝑐𝑘 是在费米面附近产生一个电子或者空穴。注意到有 𝜌(−𝑞) = 𝜌†(𝑞)。则坐标
空间的费米场算符可以定义为

𝜓(𝑥) ≡ 1
√𝐿

+∞

∑
𝑘=−∞

𝑒𝑖𝑘𝑥𝑐𝑘 ,

𝜓†(𝑥) ≡ 1
√𝐿

+∞

∑
𝑘=−∞

𝑒−𝑖𝑘𝑥𝑐†𝑘 .

(1-67)

式中 𝐿为系统的尺寸。注意到

∶ 𝜓†(𝑥)𝜓(𝑥) ∶= 1
𝐿 ∑
𝑘𝑝
𝑒𝑖(𝑘−𝑝)𝑥 ∶ 𝑐†𝑝𝑐𝑘 ∶

= �̂�
𝐿 +

1
𝐿 ∑
𝑞≠0

𝑒−𝑖𝑞𝑥𝜌(𝑞).
(1-68)

式中 �̂� = ∑𝑘 ∶ 𝑐†𝑘𝑐𝑘 ∶= ∑𝑘 [𝑐†𝑘𝑐𝑘 − ⟨𝑐†𝑘𝑐𝑘⟩0
]，其中 ∶ ∶表示减除费米海以下的贡献。

通过计算不难得到

[𝜌(𝑝), 𝜌(𝑞)] = −𝐿𝑝2𝜋𝛿𝑝,−𝑞 (1-69)
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从而可以将 𝜌(𝑝)视为玻色子算符，即定义

𝑏𝑞 = √
2𝜋
𝐿𝑞𝜌(−𝑞) (𝑞 > 0),

𝑏†𝑞 = √
2𝜋
𝐿𝑞𝜌(𝑞) (𝑞 > 0),

(1-70)

显然满足玻色子对易关系

[𝑏𝑞 , 𝑏𝑞′] = [𝑏†𝑞 , 𝑏†𝑞′] = 0,

[𝑏𝑞 , 𝑏†𝑞′] = 𝛿𝑞,𝑞′ .
(1-71)

且不难得到与费米场的对易关系

[𝑏𝑞 , 𝜓(𝑥)] = √
2𝜋
𝐿𝑞

1
√𝐿
∑
𝑘𝑝
𝑒𝑖𝑝𝑥 [𝑐†𝑘−𝑞𝑐𝑘 , 𝑐𝑝] = −√

2𝜋
𝐿𝑞𝑒

−𝑖𝑞𝑥𝜓(𝑥),

[𝑏†𝑞 , 𝜓(𝑥)] = √
2𝜋
𝐿𝑞

1
√𝐿
∑
𝑘𝑝
𝑒𝑖𝑝𝑥 [𝑐†𝑘+𝑞𝑐𝑘 , 𝑐𝑝] = −√

2𝜋
𝐿𝑞𝑒

𝑖𝑞𝑥𝜓(𝑥).

(1-72)

在实际处理相互作用费米子问题时，我们先要将哈密顿量连续化

𝐻 = 𝐻0 + 𝐻𝐼 (1-73)

自由部分 𝐻0能够轻易地化成自由玻色场。难点主要在于

𝐻𝐼 ∼ 𝜓†(𝑥′)𝜓†(𝑥)𝜓(𝑥′)𝜓(𝑥)

部分的处理。这里我们还需要将费米场拆成左行和右行的部分

𝜓(𝑥) = 𝑒𝑖𝑘𝐹𝑥𝜓𝑅−𝑝ℎ𝑦𝑠(𝑥) + 𝑒−𝑖𝑘𝐹𝑥𝜓𝐿−𝑝ℎ𝑦𝑠(𝑥)
≈ 𝑒𝑖𝑘𝐹𝑥𝜓𝑅(𝑥) + 𝑒−𝑖𝑘𝐹𝑥𝜓𝐿(𝑥)

(1-74)

这样一来，相互作用项可以视作左行、右行费米子之间的散射。需要注意的是，这

里我们将保留如下形式的项：

𝜓†𝑅𝜓𝑅𝜓†𝑅𝜓𝑅 , 𝜓†𝐿𝜓𝐿𝜓†𝐿𝜓𝐿, 𝜓†𝑅𝜓𝑅𝜓†𝐿𝜓𝐿

而

𝑒−2𝑖𝑘𝐹𝑥𝜓†𝑅𝜓𝐿𝜓†𝑅𝜓𝑅 , 𝑒−4𝑖𝑘𝐹𝑥𝜓†𝑅𝜓𝐿𝜓†𝑅𝜓𝐿

以及它们的共轭，这些项包含振荡因子的项，被称为 Umklapp项（即散射将左行
费米子变成右行费米子，反之亦然），且通常会平均为零。我们这里先忽略这些项。
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通过一系列冗长的计算，原哈密顿量可以写成以下形式

𝐻 = 𝑅†𝑅 + 𝐿†𝐿 + 𝜆 (𝑅†𝐿† + 𝐿𝑅) (1-75)

其中 𝐿, 𝑅为左行和右行密度（玻色子）算符，𝜆是跟相互作用强度有关的系数。对
上述哈密顿量做玻戈留波夫变换

𝑆 = 𝛼𝑅 + 𝛽𝐿†,
𝑇† = 𝛽𝑅 + 𝛼𝐿†,

(1-76)

新的玻色子算符显然满足需要满足对易条件 [𝑆, 𝑆†] = 𝛼2 − 𝛽2 = 1。不妨令 𝛼 =
cosh 𝛾, 𝛽 = sinh 𝛾,则不难得到 𝛾 = 1

4 ln[(1+ 𝜆)/(1− 𝜆)]，从而原哈密顿量被对角化

𝐻 = 1
cosh 2𝛾 (𝑆

†𝑆 + 𝑇†𝑇) (1-77)

上式也可以通过某种幺正变换得到，即

𝑈 = exp [𝛾 (𝑅†𝐿† − 𝐿𝑅)]，𝑈−1 = 𝑈†

则

𝑈𝑅𝑈−1 = 𝛼𝑅 − 𝛽𝐿†，𝑈𝐿†𝑈−1 = −𝛽𝑅 + 𝛼𝐿†

最终回到上式。

通常我们研究相互作用模型时，我们要从一个低能有效的场论模型出发。我

们再回到玻色子产生湮灭算符 𝑏𝑞 , 𝑏†𝑞。为了构建完备的玻色化理论，我们还需要做
的一件事就是完善玻色子表示的希尔伯特空间，由于篇幅所限，这里略去不表。

有了完备的理论，玻色场可以由玻色子算符表示如下

𝜑(𝑥) = − 𝑖
√2𝜋

∑
𝑞>0

𝛼∗𝑞(𝑥)𝑒−𝛼𝑞/2𝑏𝑞 =
𝑖
√𝐿

∑
𝑞>0

𝑒𝑖𝑞𝑥

√𝑞
𝑒−𝛼𝑞/2𝑏𝑞

𝜑†(𝑥) = 𝑖
√2𝜋

∑
𝑞>0

𝛼𝑞(𝑥)𝑒−𝛼𝑞/2𝑏†𝑞 = −
𝑖
√𝐿

∑
𝑞>0

𝑒−𝑖𝑞𝑥

√𝑞
𝑒−𝛼𝑞/2𝑏†𝑞

𝜙(𝑥) = 𝜑(𝑥) + 𝜑†(𝑥) = 𝑖
√𝐿

∑
𝑞>0

1
√𝑞
𝑒−𝛼𝑞/2 [𝑒𝑖𝑞𝑥𝑏𝑞 − 𝑒−𝑖𝑞𝑥𝑏†𝑞] .

(1-78)

上述场算符均包含了左行和右行的部分，为了最后得到的场论哈密顿量的形式最

为简洁，我们还需做以下变换

𝜙 = 1
√2
(𝜙𝐿 − 𝜙𝑅)

𝜃 = 1
√2
(𝜙𝐿 + 𝜙𝑅)

⟹
𝜙𝑅 =

1
√2
(𝜃 − 𝜙)

𝜙𝐿 =
1
√2
(𝜃 + 𝜙)

(1-79)
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不难得到对易关系

[𝜙(𝑥), 𝜙(𝑦)] = [𝜃(𝑥), 𝜃(𝑦)] = 0,

[𝜙(𝑥), 𝜃(𝑦)] = − 𝑖2 sgn(𝑥 − 𝑦) + 𝑖
𝐿(𝑥 − 𝑦),

[𝜙(𝑥), ∂𝑦𝜃(𝑦)] = 𝑖𝛿(𝑥 − 𝑦) −
𝑖
𝐿 .

(1-80)

这样一来，费米子算符可以表示为，

𝜓𝑅,𝐿(𝑥) =
𝐹𝑅,𝐿
√2𝜋𝛼

𝑒±𝑖
2𝜋�̂�𝑅,𝐿

𝐿 𝑥 exp[−𝑖√𝜋[𝜃(𝑥) ∓ 𝜙(𝑥)]] (1-81)

以及费米子二次型算符

∶ 𝜓†𝑅,𝐿(𝑥)𝜓𝑅,𝐿(𝑥) ∶ =
�̂�𝑅,𝐿
𝐿 + 1

2√𝜋
∂𝑥𝜙 ∓

1
2√𝜋

∂𝑥𝜃,

∶ 𝜓†𝑅𝜓𝑅 ∶ + ∶ 𝜓†𝐿𝜓𝐿 ∶ =
�̂�𝑅 + �̂�𝐿
𝐿 + 1

√𝜋
∂𝑥𝜙,

∶ 𝜓†𝑅𝜓𝑅 ∶ − ∶ 𝜓†𝐿𝜓𝐿 ∶ = −
1
√𝜋
∂𝑥𝜃,

(1-82)

这样，哈密顿量中自由费米子部分可以写成

𝐻0 =
𝑣𝐹
2

𝐿/2

∫
−𝐿/2

𝑑𝑥 [∶ (∂𝑥𝜃)
2 ∶ + ∶ (∂𝑥𝜙)

2 ∶] + 𝜋𝐿𝑣𝐹 ∑
𝜈=𝑅,𝐿

�̂�𝜈 (�̂�𝜈 + 1) (1-83)

定义 𝛱(𝑥) = ∂𝑥𝜃(𝑥)，则哈密顿量可以写成如下的正则形式

𝐻0[𝛱(𝑥), 𝜙(𝑥)] =
𝑣𝐹
2

𝐿/2

∫
−𝐿/2

𝑑𝑥 [∶ (𝛱)2 ∶ + ∶ (∂𝑥𝜙)
2 ∶] + 𝜋𝐿𝑣𝐹 ∑

𝜈=𝑅,𝐿
�̂�𝜈 (�̂�𝜈 + 1) .

(1-84)
注意到我们对角化相互作用部分用到的幺正变换，写成玻色场的形式则有

𝜙1,2(𝑥) = cosh 𝛾𝜙𝑅,𝐿 − sinh 𝛾𝜙𝐿,𝑅 ,用场 𝜙和 𝜃表示则有,

𝜙1,2 =
1
√2
[√𝑔𝜃(𝑥) ∓

𝜙(𝑥)
√𝑔

] ,

𝜃(𝑥) = 1
√2𝑔

[𝜙1(𝑥) + 𝜙2(𝑥)] ,

𝜙(𝑥) = √𝑔2 [𝜙2(𝑥) − 𝜙1(𝑥)] .

(1-85)
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根据这些新的场算符，哈密顿量写成

𝐻𝑏 =
𝑢
2 ∑
𝜈=1,2

𝐿/2

∫
−𝐿/2

𝑑𝑥 ∶ (∂𝑥𝜙𝜈)
2 ∶

= 𝑢
2

𝐿/2

∫
−𝐿/2

𝑑𝑥 [𝑔 ∶ (∂𝑥𝜃)
2 ∶ +1𝑔 ∶ (∂𝑥𝜙)

2 ∶]

(1-86)

我们将 𝜑 和 𝜃 称为对偶场，因为 [𝜑(𝑥); 𝜑(𝑦) = ∂𝑦𝜃(𝑦)] 和 [𝜃(𝑥); 𝜃(𝑦) =
∂𝑦𝜑(𝑦)]都是共轭的，即给出了等价的 𝜑-或 𝜃-表示，就像量子力学中的 𝑥-和 𝑝-表
示一样。如果我们将给定表示中场的二阶导数的系数定义为“耦合常数”（例如，

在 𝜑-表示中为 1/𝑔），那么一个表示中的弱耦合理论在另一个表示中是“对偶”的
（等价的）强耦合理论，反之亦然。其中 𝑔 < 1对应于斥力相互作用，𝑔 > 1对应
于吸引相互作用，𝑔 = 1是无相互作用的点，即自由玻色子场。非相互作用理论是
自对偶的。

在哈密顿量(1-86)中，我们忽略了 Umklapp项：

𝐻Umklapp =
𝛥

4𝜋2𝛼2 ∫𝑑𝑥 [𝑒
−𝑖4√𝜋𝜙(𝑥) + H.c. ]

∼ 𝛥
2𝜋2𝛼2 ∫𝑑𝑥 cos[4√𝜋𝜙(𝑥)].

(1-87)

类似的项出现在 Hubbard模型及 XXZ模型中。让我们看一下这种余弦项的影
响。对于共轭变量 𝜙和 ∂𝑥𝜃，

[𝜙(𝑥), ∂𝑦𝜃(𝑦)] = 𝑖𝛿(𝑥 − 𝑦). (1-88)

我们可以进行如下的正则变换

𝜙 → √𝑔𝜙,

𝜃 → 𝜃
√𝑔
,

(1-89)

这将式(1-86)变成自由玻色子。在这种情况下，Umklapp项变成

𝐻Umklapp →
𝛥

2𝜋2𝛼2 ∫𝑑𝑥 cos[4√𝜋𝑔𝜙(𝑥)]. (1-90)

加上式(1-83)，这个模型就是所谓的正弦-戈登模型 [152]，它是场论中一个非常著名

的模型。也广泛应用于凝聚态物理中一维相互作用体系，例如Hubbard模型及XXZ
模型等。

值得注意的是，对于有自旋的理论，例如 Hubbard模型，𝜙场有两个分量，分
别表示电荷自由度（密度涨落）𝜙𝑐 和自旋自由度 𝜙𝑠。这两个部分在理论上相互独
立，这就是所谓的电荷-自旋分离 [152]。结合一些其他方法，如重整化平均场等 [153]，
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可以对高温超导等强关联体系中的一些现象作出很好的诠释。

1.2.2 二维共形场论

共形场论，即在共形变换（保角变换）下不变的场理论 [154]。一般认为，相变

的临界点可以由共形场论很好的描述。特别是在经典的二维统计模型和一维的量

子模型的相变理论中，它们的临界行为都能在二维共形场中找到很好的对应。1984
年 Belavin, Polyakov和 Zamolodchikov发表了他们关于共形场理论 (CFT)的基本论
文 [155]。CFT为 (1 + 1)维无间隙线性谱的所有模型提供了统一的方法。Cardy则发
现了一维体系中临界点附近的行为与共形场论的关系 [156-157]。临界系统的关联函

数服从无穷多个具有微分方程形式的 Ward 恒等式①，这是 CFT 最重要的结果之
一。求解这些方程可以唯一地确定所有的多点关联函数。

在这一小节中，我们尝试简单说明共形场论在凝聚态物理中的应用。

首先，需要明确的是，我们在讨论一个 CFT时，需要预先知道以下数据，即
一个 CFT的身份信息：
（1） 一系列原生场 𝜙𝑗;
（2） 这些场的共形维数 (𝛥𝑗 , �̄�𝑗);
（3） 场的融合规则，或者是算子乘积展开规则;
（4） 它的中心荷 𝑐。②

所谓原生场，即在一个共形变换 𝑧 → 𝑤下，满足如下变换条件的场

𝜙𝑗(𝑧, �̄�) → 𝜙𝑗(𝑤, �̄�) = (
∂𝑤
∂𝑧 )

−𝛥𝑗
(∂�̄�∂�̄� )

−�̄�𝑗
𝜙𝑗(𝑧, �̄�) (1-91)

式中 (𝛥𝑗，�̄�𝑗)分别是原生场的全纯和反全纯共形维数。
另一方面，关联函数的计算是场论的中心目标之一。通常情况下，当你把两个

算子的坐标靠近 𝑧 → 𝑤 时，关联函数会发散。所谓算子乘积展开 (OPE)，就是将
两个算子放在一起的一种表示:

lim
𝑧→𝑤

𝜙𝑖(𝑧)𝜙𝑗(𝑤) ∼∑
𝑘
𝑐𝑘𝑖𝑗

𝜙𝑘(𝑤)
(𝑧 − 𝑤)𝛥𝑖+𝛥𝑗−𝛥𝑘 (1-92)

① 这导致了共形不变系统是具有无限个守恒定律的系统，从而具有可积性以及一系列有用的结果。

② 关于二维的 CFT的中心荷 c，有一个重要的定理叫做 c定理，由 Zamolodchikov在上世纪八十年代末提出。
c定理断言，在一个二维理论中，如果其具有旋转不变性，幺正性和能量-动量守恒，那么存在一个函数 𝐶，
它沿着重整化群流是非增的。此外，在一个红外（大系统尺寸）不动点，它等于（红外）共形场论的中心

荷 𝑐。即，某个耦合系数的不动点 𝑔 = 𝑔∗处，对应的的 CFT中心荷 𝐶(𝑔∗) = 𝑐，并且有 𝑐UV ≥ 𝑐IR。另一方

面，可以认为中心荷 c对应于理论的自由度，因为一些重粒子在重整化的过程中被积掉，所以 c沿着 RG
流是递减的。在其他偶数维也有相应的定理。例如，在四维量子场论和在六维的超对称理论中也证明了对

应的定理。
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式中系数 𝑐𝑘𝑖𝑗通常为实数。从另一个角度看，这相当于这两个场在 𝑧 → 𝑤处融合成
了新的场。能量-动量张量和场的 OPE有以下固定形式

𝑇(𝑧)𝜙(𝑤, �̄�) ∼ 𝛥
(𝑧 − 𝑤)2𝜙(𝑤, �̄�) +

1
𝑧 − 𝑤∂𝑤𝜙(𝑤, �̄�)

�̄�(�̄�)𝜙(𝑤, �̄�) ∼ 𝛥
(�̄� − �̄�)2𝜙(𝑤, �̄�) +

1
�̄� − �̄�∂�̄�𝜙(𝑤, �̄�)

(1-93)

并且从能动张量的 OPE中可以读出 CFT的中心荷 c

𝑇(𝑧)𝑇(𝑤) ∼ 𝑐/2
(𝑧 − 𝑤)4 +

2𝑇(𝑤)
(𝑧 − 𝑤)2 +

∂𝑇(𝑤)
(𝑧 − 𝑤) (1-94)

虽然有了以上数据，我们就确定了一个 CFT，但是，对于凝聚态的应用来说，以上
信息是远远不够的。其中一个最关键的问题，就是需要定义希尔伯特空间。我们

还是从能动张量出发，将其在 𝑧 = 0附近洛朗展开，则有

𝑇(𝑧) =
∞

∑
𝑛=−∞

𝑧−𝑛−2𝐿𝑛, �̄�(�̄�) =
∞

∑
𝑛=−∞

�̄�−𝑛−2�̄�𝑛 (1-95)

其逆变换为，

𝐿𝑛 =
1
2𝜋i

∮ d𝑧𝑧𝑛+1𝑇(𝑧), �̄�𝑛 =
1
2𝜋i

∮ d�̄��̄�𝑛+1�̄�(�̄�) (1-96)

注意到对于缩放变换 𝑧 → 𝑧/𝑎，有

𝐿−𝑛 → 𝑎𝑛𝐿−𝑛 (1-97)

实际上，算子 𝐿𝑛, �̄�𝑛在希尔伯特上生成了所有局域的共形变换。其中，最重要
的 𝐿0 + �̄�0生成了所有的实空间缩放变换，即 (𝑧, �̄�) → 𝑎(𝑧, �̄�)。所以，𝐿0 + �̄�0通常
被理解为 CFT的哈密顿量或动量（对于二维时空的场论，时间和空间等效）。从式
中不难得到算子的代数，即 Virasoro代数 [154]：

[𝐿𝑛, 𝐿𝑚] = (𝑛 − 𝑚)𝐿𝑛+𝑚 +
𝑐
12𝑛 (𝑛

2 − 1) 𝛿𝑛+𝑚,0,

[�̄�𝑛, �̄�𝑚] = (𝑛 − 𝑚)�̄�𝑛+𝑚 +
𝑐
12𝑛 (𝑛

2 − 1) 𝛿𝑛+𝑚,0,

[𝐿𝑛, �̄�𝑚] = 0

(1-98)

式中 𝑐为 CFT的中心荷。特别的，

[𝐿±1, 𝐿0] = ±𝐿±1, [𝐿1, 𝐿−1] = 2𝐿0 (1-99)

数学上 𝐿±1, 𝐿0生成了全局共形变换群。
接下来，我们通过 𝐿𝑛, �̄�𝑛 即原生场 𝜙𝑗 来构造出 CFT的希尔伯特空间。首先，

我们需要找到真空态，即凝聚态物理中的基态。凝聚态中，相变临界点被认为是
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第 1章 非厄米物理简介

一个 CFT，那么它的基态显然需要满足共形对称性。即，真空需要被 𝐿±1, 𝐿0湮灭

𝐿−1|0⟩ = 𝐿0|0⟩ = 𝐿1|0⟩ = 0 (1-100)

再者，真空被能动张量作用上去得到的结果仍然要有很好的定义，这显然包含了

𝑧 → 0这一点。这要求 𝑇(𝑧)|0⟩ = ∑∞𝑛=−∞ 𝑧−𝑛−2𝐿𝑛|0⟩不发散，所以有

𝐿𝑛|0⟩ = 0, 𝑛 ⩾ −1 (1-101)

都成立。

接下来我们再将原生场 𝜙(𝑧, �̄�)算符作用到真空上，则有

|𝛥, �̄�⟩ = 𝜙(𝑧, �̄�)|0⟩ (1-102)

用共形维数标定产生的态的原因我们马上就会看到。由式易得

[𝐿𝑛, 𝜙(𝑧, �̄�)] = 𝛥(𝑛 + 1)𝑧𝑛𝜙(𝑧, �̄�) + 𝑧𝑛+1∂𝜙(𝑧, �̄�), 𝑛 ⩾ −1 (1-103)

不难发现

𝐿0|𝛥, �̄�⟩ = 𝛥|𝛥, �̄�⟩, �̄�0|𝛥, �̄�⟩ = �̄�|𝛥, �̄�⟩ (1-104)

𝐿𝑛|𝛥, �̄�⟩ = �̄�𝑛|𝛥, �̄�⟩ = 0, 𝑛 > 0 (1-105)

因此，场的共形维数恰好对应态的共形维数。我们称之为场态对应。|𝛥, �̄�⟩又称作
最高权态。如果再将 𝐿−𝑚(𝑚 > 0)作用至最高权态上，即得到

|𝛥𝑚1,⋯𝑚𝑁 , �̄��̄�1,⋯�̄�𝑁⟩ = 𝐿−𝑚1𝐿−𝑚2⋯𝐿−𝑚𝑁 �̄�−�̄�1 �̄�−�̄�2⋯�̄�−�̄�𝑁|𝛥, �̄�⟩ (1-106)

不难发现

𝐿0|𝛥𝑚1,⋯𝑚𝑁 , �̄��̄�1,⋯�̄�𝑁⟩ = (𝛥 + ∑
𝑁
𝑛=1𝑚𝑛) |𝛥𝑚1,⋯𝑚𝑁 , �̄��̄�1,⋯�̄�𝑁⟩

�̄�0|𝛥𝑚1,⋯𝑚𝑁 , �̄��̄�1,⋯�̄�𝑁⟩ = (�̄� + ∑
�̄�
𝑛=1 �̄�𝑛) |𝛥𝑚1,⋯𝑚𝑁 , �̄��̄�1,⋯�̄�𝑁⟩

(1-107)

因此，我们将这些态称作原生场 𝜙(𝑧, �̄�)的派生态。所有的原生场态和派生态
实际上对应于凝聚态体系中费米海以上的所有激发态。

以上我们实际看到了 Virasoro代数表示的基本性质，从其一个表示论上我们
可以得到二维共形场论中场的缩放维数（共形维度），在统计物理中，它们对应二维

系统在二阶相变时相应的临界指数。值得注意的是，𝑐 ⩽ 1的的幺正体系（Virasoro
代数的幺正表示）构成了二维临界行为的完整分类。这里我们忽略 Virasoro代数
的幺正表示的推导过程，只列出结论。

对于具备有限数量的初级场的二维共形场论，我们称之为最小模型，可以通
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第 1章 非厄米物理简介

过两个互质的数 𝑝, 𝑝′来标定，记作ℳ𝑝,𝑝′。中心荷和共形维度由下式给出
[154]：

𝑐 = 1 − 6
(𝑝 − 𝑝′)2

𝑝𝑝′ , 𝛥𝑟,𝑠 =
(𝑝′𝑟 − 𝑝𝑠)2 − (𝑝 − 𝑝′)2

4𝑝𝑝′ . (1-108)

从上式可以得到共形维度的一个对称性质：

𝛥𝑟,𝑠 = 𝛥𝑝−𝑟,𝑝′−𝑠. (1-109)

或者我们可以将上式改写成

𝑐 = 1 − 6
𝑝(𝑝 + 1), 𝑝 = 3, 4,⋯ (1-110)

与相应的最高权重

𝛥𝑟,𝑠(𝑝) =
[(𝑝 + 1)𝑟 − 𝑝𝑠]2 − 1

4𝑝(𝑝 + 1) , 1 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑝 − 1 (1-111)

现在，我们得到了一组有限的共形族，这些族在融合规则下，相应的有限共形

维数 ℎ𝑟,𝑠 由 1 ⩽ 𝑟 < 𝑝和 1 ⩽ 𝑠 < 𝑝′给出。由对称性 (1-109)给出

𝜙𝑟,𝑠 = 𝜙𝑝−𝑟,𝑝′−𝑠 (1-112)

因此，在该理论中仍然存在 (𝑝 − 1) (𝑝′ − 1) /2个不同的场。并且融合规则被修改
为

𝜙𝑟,𝑠 × 𝜙𝑚,𝑛 =
𝑘max

∑
𝑘=1+|𝑟−𝑚|+𝑟+𝑚=1 mod 2

𝑙max

∑
𝑙=1+|𝑠−𝑛|+𝑠+𝑛=1 mod 2

[𝜙𝑘,𝑙] , (1-113)

其中求和上限受到周期性和对称性控制。

𝑘max = min(𝑟 + 𝑚 − 1, 2𝑝 − 1 − 𝑟 −𝑚), 𝑙max = min (𝑠 + 𝑛 − 1, 2𝑝′ − 1 − 𝑠 − 𝑛) .
(1-114)

Virasoro 代数的幺正表示理论在研究二维临界现象中扮演的角色与有限李群
的表示理论在其他物理学分支中扮演的角色类似。对于给定的（二维）统计力学

模型的临界点，两点关联函数可以确定该理论中一些算符的标度权重，并且在许

多情况下，这足以确定 Virasoro代数的相关表示。例如，上述提到的 𝑐 < 1幺正体
系与已知的统计力学系统的临界行为相匹配 [158]。在下面我们将看到几个最小模

型的例子以及如何确定在临界点处描述给定二维系统的 Virasoro代数的特定表示。
虽然 𝑐 < 1的离散系列区分了一组 Virasoro代数的表示，但这些表示是否可

以通过容易构造的统计力学模型在它们的临界点上实现并不明显。在式 (1-110)中
的 𝑝 = 3, 4, 5, 6，即中心荷 𝑐 = 1/2, 7/10, 4/5, 6/7，分别与 Ising模型，Ising三重
临界模型，3态 Potts模型和三重点 3态 Potts模型的临界点相关联。其中第一个，
𝑚 = 3，我们将在下文中进行详细讨论。一般来说，对于给定的 𝑐 < 1的离散值，
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第 1章 非厄米物理简介

可能存在多个对应的模型，这相当于所有允许的幺正算符的不同子集。巧合的是，

在大约同一时间，巴克斯托（Baxter）构造了一系列新的精确可解的 RSOS（受限
实心-实心）类型的模型 [159]。这些模型的临界点能够很直观的看出来，这为所有

的 𝑐 < 1离散值提供了特定的实现。RSOS模型是用存在于正方形格点上的”高度
“变量 𝓁𝑖 来定义的。“高度”取一些离散值 𝓁𝑖 = 1, ..., 𝑚（这里的 𝑚是表征不同模
型的整数参数），最近邻高度满足 𝓁𝑖 = 𝓁𝑗 ± 1的限制。模型的 Boltzmann权重是以
一个正方形格点的四个“高度”间的相互作用为中心定义的，这些相互作用称为

“面围绕相互作用”。每个模型在一个自对偶点有一个二阶相变。RSOS模型的连续
极限理论对应于一个 Virasoro代数的实现，其中心荷为 𝑐 = 1 − 6/𝑚(𝑚 + 1) [160]。

例如，当 𝑚 = 3时的最近邻约束使晶格分解为一个偶的次子晶格，在该晶格上对
于所有的位点 𝓁𝑖 = 2和一个奇的次子晶格，在该晶格上 𝓁𝑖 = 1, 3。偶次子晶格实
际上没有耦合，并且在奇次子晶格上的两种状态对应的模型是 Ising模型。①

现在我们详细探讨 𝑚 = 3, 𝑐 = 1/2与 Ising模型在其临界点的联系。CFT中
的原生场由两个标度权重 𝛥和 �̄�（其相关最高权状态在 𝐿0 和 �̄�0 下的本征值）描
述。最简单的可能性是考虑左右对称场 𝛷𝑝,𝑞(𝑧, �̄�) = 𝜑𝑝,𝑞(𝑧)𝜑𝑝,𝑞(�̄�)，其共形权重为
(𝛥, �̄�)。根据关联函数，所有的原生场为 ②

𝛷1,1 ∶ (0, 0) 𝛷2,1 ∶ (
1
2,
1
2) 𝛷1,2 ∶ (

1
16,

1
16) (1-115)

上面的 (0, 0)场在任何理论中都存在，可视为单位算符。Ising模型中的自旋
(𝜎 = ±1)）的期望值可以视为序参量。该系统具有一个二阶相变，将 ℎ𝜎 ≠ 0的高
温 (无序)相与 ℎ𝜎 = 0的低温 (有序)相分离开来。在高温相中，序参量的二点函数
会以指数方式衰减 ℎ𝜎𝑛ℎ𝜎0 ∼ exp(−|𝑛|/𝜉)，其中关联长度 𝜉取决于温度 (我们可以
将 𝜉−1视为理论的质量)。在临界点，关联长度发散 (质量项为 0)，二点函数将以幂
律方式衰减。

⟨𝜎𝑛𝜎0⟩ ∼
1

|𝑛|𝑑−2+𝜂 , (1-116)

其中 𝑑 为系统的维数，该表达式定义了临界指数 𝜂。另一个指数 𝜈 可以用临界点
的四点关联函数（能量密度的关联函数）来定义③：

⟨𝜀𝑛𝜀0⟩ ∼ ⟨𝜎𝑛𝜎𝑛+1𝜎0𝜎1⟩ ∼
1

|𝑛|2(𝑑−1/𝜈) , (1-117)

① 对于其他 RSOS类型的模型，其临界点也由 Virasoro代数的幺正表示描述，其中 𝑐 < 1，但其与 Potts模型
所包涵的原生场（相应的算符）略有不同。例如，当 (𝑚 = 5, 𝑐 = 4/5)时 RSOS模型处于四重临界 Ising
模型的普适类中，而 Potts模型中的一个模型具有相同的中心荷，但却处于三态 Potts模型的普适类中（这
两个分别可以对应到 Dynkin图中的 𝐴5 和 𝐷4 类）。

② 这是该理论在环面上的唯一允许可能性，符合模不变性。

③ 更准确地说，𝜀𝑛 应该是在 𝑛的所有最近邻站点上平均，在这里我们采取任何一个最近邻也是可以的。

33



第 1章 非厄米物理简介

通过解析或者数值的方法可以得到的二维伊辛模型的临界指数为 𝜂 =
1/4, 𝜈 = 1。因此，2点函数的行为为

⟨𝜎𝑛𝜎0⟩ ∼
1

|𝑛|1/4 ∼
1
𝑟2𝛥S𝜎

, (1-118)

其中算符（场）缩放维数为 𝛥S
𝜎 = 𝛥𝜎+�̄�𝜎和自旋为 𝑠𝜎 = 𝛥𝜎−�̄�𝜎 = 0，因为通常是

左右对称场。我们可以看到 𝛥S
𝜎 = 2𝛥𝜎 = 2�̄�𝜎 = 1/8，因此式(1-115)中的 ( 116 ,

1
16)

场应该被认为是伊辛模型中的自旋 𝜎。另一方面，能量算符满足

⟨𝜀𝑛𝜀0⟩ ∼
1

|𝑛|2𝛥S𝜀
. (1-119)

由于(1-117)中有 𝜈 = 1，因此它的缩放权重可以被认为是 𝑑 − 1/𝜈 = 1 = 𝛥S
𝜀 =

𝛥𝜀 + �̄�𝜀。因此，式(1-115)中的 (12 ,
1
2)场被认为是伊辛模型的能量密度算符。至此，

我们完成了 Ising模型所有原生场的识别。
我们可以通过 𝜎 ↔ 𝜇 的 Kramers-Wannier对偶，发现 𝜎 和 𝜇 有相同的共形维

数。

从ℳ𝑝=3中的融合规则可以读出为

𝜎 × 𝜎 = 1 + 𝜀, 𝜀 × 𝜀 = 1, 𝜎 × 𝜀 = 𝜎 (1-120)

此外，使用 OPE的结合律，可以推导出①

𝜓(𝑧)𝜎(𝑤, �̄�) ∼ 1
(𝑧 − 𝑤)

1
2
𝜇(𝑤, �̄�). (1-121)

我们可以将其与 Ramond扇区中自由费米子的模展开形式进行比较

𝜓(𝑧)𝜎(0) =∑
𝑟∈ℤ
𝑧−𝑟−

1
2𝑏𝑟𝜎(0) (1-122)

我们可以推断 𝜇(0) = 𝑏0𝜎(0)在原点处存在自旋场 𝜎(0)的情况下，费米子场服从
反周期边界条件

𝜓(𝑧) → 𝜓 (𝑒2𝜋𝑖𝑧) = −𝜓(𝑧) (1-123)

即自旋场 𝜎 会导致一个场的叉分割，改变费米子场的边界条件。因此，在这个意
义上，𝜎可以被视为费米子场理论中的扭曲算符。
以上我们详细探讨了幺正的最小模型。事实上，在式(1-108)中，𝑝, 𝑝′取差值较

大的互质数时，中心荷会变成负数，同样的，一些共形维度也会变为负的。其实，这

样我们得到的是最小非幺正模型。一个最简单但特别重要的例子是 (𝑝′, 𝑝) = (2, 5)
的中心荷 𝑐 = −22/5的模型ℳ2,5，该模型称为杨李模型，或者是杨李边缘奇点模

① 自由（实）费米子场理论也是一个 𝑐 = 1/2的 CFT，其与 Ising CFT还具有相同的配分函数。在这里我们
并不打算详细介绍自由费米子 CFT，因为它还涉及到很多弦论的知识，有兴趣的读者可以参考弦论的经典
教材 [161]。值得一提的是，Ising CFT和自由费米子是最简单的两个幺正共形场论的例子。
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第 1章 非厄米物理简介

型。该理论中的原生场包括恒等算符和一个共形维数为 𝛥 = −1/5的场 𝜙1,2。
该模型考虑在外部磁场 𝐵存在的情况下给定温度 𝑇的伊辛模型：

ℋ = −𝐽∑
⟨𝑖,𝑗⟩
𝜎𝑖𝜎𝑗 − 𝐵∑

𝑖
𝜎𝑖 (1-124)

杨李定理 [41-42]表明，该模型的配分函数 𝒵 的零点都在虚轴 Re𝐵 = 0上。费
舍尔（M. A. Fisher）证明了点 𝐵 = ±𝑖𝐵𝑐 是该理论的新临界点 [43]，称为 YL边缘
奇点。此外，他认为该理论的有效作用量由 Landau-Ginzburg理论给出

𝑆𝑌𝐿 = ∫𝑑2𝑧 [
1
2(∂𝜙)

2 + 𝑖 (𝐵 − 𝐵𝑐) 𝜙 + 𝑖𝑔𝜙3] (1-125)

其中 𝜙为（实数）标量场，而并非为原生场。模型的非幺正性体现在耦合常数的
虚值上。通过经典-量子对应，可以将(1-124)式映射到一个横场 Ising模型，其中磁
场项对应 Zeeman项。虚的磁场也揭示了该模型的非厄米性。
杨李模型作为第一个被确定的非幺正共形场论以及可解的非厄米强关联模型，

为我们打开了研究非厄米奇异现象的大门。

1.3 总结及与其他章节的联系

本章主要介绍了非厄米物理的基本概念，以及后文研究内容所涉及的概念。在

第 2章中，我们研究了一个非厄米格点模型，并探讨其作为 1+1维手征费米子的
格点实现的可能性。由于该章相对独立，相关概念将在第 2章正文中被详细介绍。
在第 3章中，我们研究了一个一般性的非厄米费米子格点模型在具有能谱奇异点
时的纠缠特性，相关概念有纠缠熵，这在第 1.1节被介绍，所需要的自由费米子纠
缠熵的计算方法在第 1.1.4小节有详细推导；还有二维共形场论的概念在 1.2.2小节
有简单说明。在第 4章中，量子开放系统相关概念及其方法在第 1.0.6小节有简介，
含时纠缠熵的计算是 1.1.4小节的引申，具体方法会在正文中介绍。最后的玻色化
方法则可以完全参照 1.2.1小节的方法。
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第 2章 1+1维手征费米子的非厄米格点模型

一般认为，单个的手征费米子无法在格点上单独存在。这是一种量子反常的

体现。一种传统的看法是将该一维系统作为拓扑非平庸的二维体态的边界。在本

章节中，我们将提出一个关于 1+1D手征费米子的格点模型，它是一个简单的非厄
米二次型哈密顿量。我们将使用各种方法证明该模型具有与连续介质理论相同的

手征反常和引力反常。此外，在适当的参数下，该模型的低能有效理论仍然是幺

正的手征费米子量子场论。该方法能够成功的本质原因是由于哈密顿流算符的非

厄米性，这使得具有相反手性的，作为加倍子存在的另一支费米子模式迅速衰变。

2.1 简介

格点模型作为量子场论的离散化形式，在粒子物理学和凝聚态物理学中发挥

着无可替代的作用。在粒子物理学中，格点模型被认为是正规化连续统量子场论

的“最物理”方式。在凝聚态物理学中，特别是对于固体系统，格点模型被认为是

更接近“微观”现实的理论模型。然而，量子场论的格点和连续公式之间的关系可

能非常微妙和复杂，特别是在处理两个公式中所谓的拓扑性质时。

在数学中，拓扑性质被定义为在连续变形下保持不变的性质。但是，在离散形

式中定义拓扑属性并非不可能。另一方面，文献中确实有一个在格点上实现手征

费米子的不可行定理：根据著名的尼尔森-二宫（Nielsen-Ninomiya [162]）定理，只

要是厄米的，并且保持手性对称性和局域性的哈密顿量，1+1维的手征费米子理论
在方形格点上就不能通过该哈密顿量单独实现。

事实上，人们已经意识到，这个不可行定理背后的原因与所谓的量子反常密

切相关，包括手征反常 [163-164]和引力反常 [165]。不可行定理 [162]表明，伴随着每个

手征费米子模式，总是有另一个（所谓的“加倍”）费米子模式，其具有相反的手

性，会在格点模型中自然涌现出来。它总是抵消前者的量子反常。这被称为“费米

子倍增”现象，这其实是尼尔森-二宫定理的本质。为避免费米子倍增问题，常规
方式是通过作为（d+1）维无量子反常的格点模型的边界来实现 d维具有量子反常
的量子场论的格点化。例如，一个 1+1维的手征费米子可以通过与一个二维整数
量子霍尔系统相耦合而成为后者的边界来实现 [166]。这里，体态霍尔电导引起的反

常流从体态流向边界，从而确保了整个体加边界系统中的荷守恒。

也有很多其他的研究，试图将手征费米子作为独立模型在晶格上实现，而不
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是作为某个体理论的边界。但是，这通常需要一些额外的复杂度和限制条件：要

么手征对称性被破坏 [167-168]，要么需要使用非局域哈密顿量 [169-170]；亦或者，可

以添加某些类型的相互作用 [171-174]，或需要一些额外的非平庸体态 [175]等等。

在本章中，我们将致力于开发一种新的“独立”的（1+1维）手征费米子的格
点模型。既没有二维体态的约束，也没有上述任何额外的复杂性。我们的想法是

探索使用非厄米性的哈密顿量来描述一个一维格点模型的手征费米子，以此来破

坏尼尔森-二宫定理的一个关键前提条件。近年来，非厄米系统的研究在理论物理
学界引起了很多关注，例如参考文献 [64,80,85,170,176-184]中的研究。

更具体地说，我们考虑一维手征费米子最简单的格点模型，它只跳跃到左边

最近的相邻位置。即我们将费米子场的空间导数离散化如下：

𝛹†𝐿∂𝑥𝛹𝐿 →
1
𝑎𝑐

†
𝐿,𝑗[𝑐𝐿,𝑗+1 − 𝑐𝐿,𝑗]. (2-1)

因此，相对应的跃迁哈密顿量是非厄米的。我们将展示，在适当的参数范围内，这

种非厄米格点模型能够实现在同一空间，即 𝑑 维实空间中，存在量子反常的连续
介质理论。

我们将本文组织如下。首先，在2.2小节中，我们简要回顾一维手征费米子的
手征反常和引力反常理论。然后，在2.3节中，我们构造了一个左手手征费米子的
非厄米一维格点模型。我们将从多个方面证明我们的模型具有这两种反常，这将

在2.4和2.5小节中展示。我们看到一个在连续极限和低能区域内稳定的手征费米子
场论也在模型中出现。最后，在2.6小节在我们检查了手征费米子对扰动的稳定性。
我们的模型提供了一种利用非厄米性在格点模型中实现同一空间维数内的量子反

常的方法。除了自发对称性破缺外，我们的研究可能为一些具有非零手性的自然

现象提供了一种新的起源。

2.2 手征费米子手征反常和引力反常简介

闵可夫斯基空间中 1+1维手征费米子场论的作用由

𝑆 = ∫𝑑𝑡𝑑𝑥 𝑖�̄�(𝑥, 𝑡)(𝛾𝜇(∂𝜇 + 𝑖𝐴𝜇))𝛹(𝑥, 𝑡) (2-2)

给出，其中我们取费米子速度 𝑣𝐹 = 1, 𝛾1 = −𝑖𝜎2, 𝛾0 = 𝜎1, 𝛾5 = 𝛾0𝛾1 = 𝜎3, 𝜇 =
0, 1, �̄� = 𝛹†𝛾0, . 通过投影狄拉克旋量 𝛹(𝑥, 𝑡) = (𝛹𝑅(𝑥, 𝑡), 𝛹𝐿(𝑥, 𝑡))𝑇 与投影算子
𝑃𝐿,𝑅 = (1∓ 𝛾5)/2。手性由 𝛾5的特征值给出，对于 𝛹𝐿(𝑥, 𝑡)为 -1，对于 𝛹𝑅(𝑥, 𝑡)为
+1。
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2.2.1 手征反常

我们考虑欧几里得空间中的理论。欧几里得作用是

𝑆𝐸 = ∫𝑑𝜏𝑑𝑥 𝑖�̄�(𝑥, 𝜏)(𝛾𝜇(∂𝜇 + 𝑖𝐴𝜇))𝛹(𝑥, 𝜏) (2-3)

其中 𝛾2 = 𝑖𝛾0 = 𝑖𝜎1,𝐴2 = −𝑖𝐴0, 𝑥2 = 𝜏 = 𝑖𝑡, 𝜇 = 1, 2, �̄� = 𝛹†. 它在无穷小手性变
换下是不变的：

𝛹(𝑥, 𝜏) → exp(𝑖𝛼𝛾5)𝛹(𝑥, 𝜏), �̄�(𝑥, 𝜏) → �̄�(𝑥, 𝜏) exp(𝑖𝛼𝛾5). (2-4)

根据诺特定理，这导致了守恒的轴向流 𝑗𝜇5 (𝑥, 𝜏) = �̄�(𝑥, 𝜏)𝛾𝜇𝛾5𝛹(𝑥, 𝜏) and ∂𝜇𝑗𝜇5 = 0.
然而，轴向流在量子水平上并不真正守恒，因为配分函数在手性变换下

不是不变的；这种现象称为手征反常。可以通过进行局部手性变换来观察手

征反常，其中式子 (2-4) 中的参数 𝛼 变为 𝛼(𝑥, 𝜏)。那么路径积分测度 𝑑𝜇 =
𝛱𝑥𝒟[𝐴𝜇(𝑥)]𝒟[𝛹(𝑥)]𝒟[�̄�(𝑥)]转换为：

𝑑𝜇 → 𝑑𝜇 exp[−2𝑖 ∫𝑑𝜏𝑑𝑥 𝛼(𝑥, 𝜏)∑
𝑛
𝜑†𝑛𝛾5𝜑𝑛] (2-5)

其中 𝜑𝑛 是欧几里得狄拉克算子 /̃𝐷 的正交特征向量，特征值为 𝜆𝑛。以 Ward-
Takahashi [185]，我们有

∂𝜇𝑗𝜇5 = 2𝑖∑
𝑛
𝜑†𝑛𝛾5𝜑𝑛 (2-6)

手征反常实际上与阿蒂亚-辛格（Atiya-Singer）指标定理有关 [186] :

index( /̃𝐷𝑅) = 𝑛+ − 𝑛− = ∫𝑑𝑥𝑑𝜏∑
𝑛
𝜑†𝑛𝛾5𝜑𝑛 = −

1
2𝜋 ∫𝑑𝑥𝑑𝜏𝐹, (2-7)

其中 index( /̃𝐷𝑅)是 /̃𝐷𝑅 的指标。𝑛± 分别是具有手性 𝜒 = ±1的 /̃𝐷 的零模数。𝐹 是
𝑈(1)规范场的场强。等式 (2-7)可以证明如下。第一个等号是 /̃𝐷𝑅 的指标定理。对
于第二个等号，由于 { /̃𝐷, 𝛾5} = 0，我们有

𝜆𝑛𝜑†𝑛𝛾5𝜑𝑛 = 𝜑𝑛𝛾5 /̃𝐷𝜑𝑛 = −𝜑†𝑛 /̃𝐷𝛾5𝜑𝑛 = −𝜆𝑛𝜑†𝑛𝛾5𝜑𝑛. (2-8)

因此，只有 /̃𝐷的零模式 𝜑0𝑛对总和有贡献。具有手性 ±1的零模式分别表示为 𝜑0𝑛±，
即

𝛾5𝜑0𝑛± = ±𝜑0𝑛±, (2-9)

由此

∫𝑑𝑥𝑑𝜏∑
𝑛
𝜑†𝑛𝛾5𝜑𝑛 = ∫𝑑𝑥𝑑𝜏∑

𝑛
𝜑0𝑛+

†𝜑0𝑛+ −∫𝑑𝑥𝑑𝜏∑
𝑛
𝜑0𝑛−

†𝜑0𝑛− = 𝑛+ − 𝑛−

(2-10)
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然后通过使用藤川（Fujikawa）正规化 [187]，可以得到

∫𝑑𝜏𝑑𝑥∑
𝑛
𝜑†𝑛𝛾5𝜑𝑛 = −

1
2𝜋 ∫

ℝ2
𝐹. (2-11)

藤川的正规化过程是插入一个因子 exp (− /𝐷2

𝑀2 ) 得到一个正规化的和
∑𝑛 𝜑†𝑛𝛾5 𝑒𝑥𝑝(−

/𝐷2

𝑀2 )𝜑𝑛, 𝑀 → ∞。它可以通过对 𝜑𝑛(𝑥, 𝑡)进行傅里叶变换 �̃�𝑛(𝑘)来
计算。𝑈(1)场强项 𝐹来自对易子 [𝐷𝜇 , 𝐷𝜈] = −𝑖𝐹𝜇𝜈。最后，通过重新缩放 𝑘 → 𝑀𝑘，
可以得到：

∑
𝑛
𝜑†𝑛𝛾5𝜑𝑛 = 𝑀2∫ 𝑑2𝑘

(2𝜋)2𝑒
−𝑘𝜇𝑘𝜇Tr(𝛾5 exp (

𝑖𝛾𝜇𝛾𝜈𝐹𝜇𝜈
2𝑀2 )) = − 1

4𝜋𝜖
𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 (2-12)

请注意，根据指标定理，index( /̃𝐷𝑅)是一个拓扑数。①

轴向流的非守恒方程 (2-6) 只是指标定理的局部版本：通过对两边进行积分，
有

∫𝑑2𝑥∂𝜇𝑗𝜇5 = 2(𝑛+ − 𝑛−) = 2 index( /̃𝐷𝑅) = −
1
𝜋 ∫
ℝ2
𝐹. (2-13)

因此，index( /̃𝐷𝑅)是手征反常的指标。
另一种广泛使用的方法来验证闵可夫斯基空间中的手征反常是将系统放在一

维环上，研究系统在规范通量绝热的从 0到 2𝜋增加下穿过环的谱流。在闵可夫斯
基空间中，手征对称性的守恒荷为

𝑄5 = ∫𝑑𝑥𝑗05 = ∫𝑑𝑥(𝛹†𝑅𝛹𝑅 −𝛹†𝐿𝛹𝐿) = (𝑄𝑅 − 𝑄𝐿) (2-14)

一方面，由于手性对称性，轴向荷在该过程中应守恒。另一方面，正如式 (2-13)所
示，手性理论的轴向荷在通量插入后会随手性而改变。并且，轴向荷的变化可以

通过计算在绝热过程中有多少状态穿过零能量（即谱流）来证明。

2.2.2 引力反常

引力反常是指配分函数在微分同胚变换下非不变的现象。根据共形场论

(CFT) [188]，二维环面上的复手征费米子（两个马约拉纳费米子）的配分函数由下

式给出

𝑍(𝜏, �̄�) = 𝑡𝑟(𝑞𝐿0−
𝑐
24 �̄��̄�0−

�̄�
24 ) (2-15)

其中 𝐿0(�̄�0)是全纯（反全纯）部分的 Virasoro代数的生成元；𝑐和 �̄�分别是全纯和
反全纯部分的中心荷。我们规定左移的自由费米子有 �̄� = 1，而右移的自由费米子

① 只要规范场 𝐹处在相同的拓扑等价类。
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有 𝑐 = 1。𝑞 = 𝑒2𝜋𝑖𝜏 是一个参数，其中 𝜏是表征环面的复数单位①。

𝜏 ∼ 𝑎𝜏 + 𝑏𝑐𝜏 + 𝑑 , with(
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) ∈ 𝑆𝐿(2, ℤ) (2-16)

描述相同的环面，因此配分函数在模变换下应该是不变的。在特殊的模变换 𝑇 ∶
𝜏 → 𝜏 + 1下，配分函数变为

𝑍 ⟶ 𝑍 exp(2𝜋𝑖𝑐 − �̄�24 ) . (2-17)

由于左移复费米子理论的手性中心荷为 𝑐− ∶= 𝑐 − �̄� = −1，其配分函数在 𝑇变
换下是非不变的。我们说这个理论有引力反常。

2.3 格点模型及其能谱

𝐸𝑎

𝑘𝑎(𝑏)

𝐸𝑎

(𝑎) 𝑘𝑎

图 2-1 图中展示了具有周期边界条件和 𝐴1 = 0的 (𝑎)对称格点模型和 (𝑏)定向格点模
型的能量色散关系。其中蓝线和红线分别代表能量的实部和虚部。

现在我们为左移费米子构建一个格点哈密顿量模型。我们假设 1d空间维度被
离散化为格点常数为 𝑎的圆上的一组 𝑁个点，而时间保持连续。回想一下，要离
散化的左移费米子的连续哈密顿量由下式给出

𝐻𝐿 = ∫𝑑𝑥 𝛹†𝐿 (𝑥, 𝑡)[𝑖∂𝑥 − 𝐴1]𝛹𝐿(𝑥, 𝑡), (2-18)

其中，为了以后计算手征反常的方便，我们引入了规范势：𝐴0 = 0, 𝐴1 = 𝐴1(𝑡)。相
应的格点哈密顿量由以下步骤构造：

（1） 替换在 Heisenberg 图像中场算子 𝛹𝐿(𝑅)(𝑥, 𝑡), 𝛹†𝐿(𝑅)(𝑥, 𝑡) 至 Schrödinger
图像中费米子的湮灭和产生算符 𝑐𝐿(𝑅),𝑗, 𝑐†𝐿(𝑅),𝑗 ，即

𝛹𝐿(𝑅)(𝑥, 𝑡) → 𝑐𝐿(𝑅),𝑗 𝛹†𝐿(𝑅)(𝑥, 𝑡) → 𝑐†𝐿(𝑅),𝑗 , (2-19)

其中 𝑗是格点指标。我们将在以下讨论中施加周期性边界条件

𝑐𝐿(𝑅),𝑁+𝑗 = 𝑐𝐿(𝑅),𝑗 𝑐†𝐿(𝑅),𝑁+𝑗 = 𝑐†𝐿(𝑅),𝑗 ; (2-20)

① 𝜏因模变换而不同
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对于反周期边界条件，本文的主要结果在定性上相同。

（2） 规范场由跳跃项中的相位因子引入

𝑒𝑖𝑎𝐴1𝑐†𝐿(𝑅),𝑗𝑐𝐿(𝑅),𝑗+1. (2-21)

（3） 将微分算子 ∂1替换为格上差分算子。不同的选择会产生不同的格点模
型。一般来说，差分算子可以表示为

1
𝑎[𝜆(𝑐𝐿,𝑗+1 − 𝑐𝐿,𝑗) + (1 − 𝜆)(𝑐𝐿,𝑗 − 𝑐𝐿,𝑗−1)]. (2-22)

等式 (2-1)对应于 𝜆 = 1的情况。如介绍中所述，这样的选择可以以非厄米哈
密顿量为代价避免“费米子倍增”问题。为了证明这一点，我们将简要回顾费米

子倍增问题是如何在将其离散化为格点模型的传统方法中出现的。在传统方法中，

选择对称的 𝜆 = 1/2，它给出

𝛹†𝐿∂𝑥𝛹𝐿 →
1
2𝑎𝑐

†
𝐿,𝑗[𝑐𝐿,𝑗+1 − 𝑐𝐿,𝑗−1], (2-23)

并导致厄米的哈密顿量

𝐻sym =
𝑖
2𝑎(

𝑁−1

∑
𝑗=1

𝑒𝑖𝑎𝐴1𝑐†𝐿,𝑗𝑐𝐿,𝑗+1−
𝑁

∑
𝑗=2
𝑒−𝑖𝑎𝐴1𝑐†𝐿,𝑗𝑐𝐿,𝑗−1+𝑒𝑖𝑎𝐴1𝑐†𝐿,𝑁𝑐𝐿,1−𝑒−𝑖𝑎𝐴1𝑐†𝐿,1𝑐𝐿,𝑁).

(2-24)
在下文中，我们把这种差分算子和相应的模型称为对称差分算子和对称格点模型。

如果 𝐴1被看作是一个与时间无关的常数，频谱可以表示为

𝐸sym
𝑘 = − sin((𝑘 + 𝐴1)𝑎)/𝑎, (2-25)

其中 𝑘 = 2𝜋𝑛
𝑁𝑎 , 𝑛 ∈ ℤ;上标“sym”代表“对称”。

然而，这个格点模型存在费米子倍增问题，即除了在 𝑘 ∼ 0附近的一个左移
分支外，还有一个在 𝑘 ∼ 𝜋/𝑎附近的第二个（或倍增）费米子，如图 2-1(a)所示。
由于 𝑐𝐿,𝑗 =

(1−𝛾5)
2 𝛹𝑗，相应的手性 𝜒必须为-1。然而，倍增费米子的能量与动量成

正比，这表明它是“右移”的。因此，哈密顿量的能谱不是手性的，即它由两个左

移和倍增费米子的分支组成。

如果我们以 𝑁𝑎 = 𝐿有限的方式取连续极限 𝑎 → 0,𝑁 → ∞，则已知出现的倍
增右移费米子对手征反常有一个贡献，这个贡献恰好抵消了原始的左移费米子的

贡献。因此，在由对称哈密顿量 (2-24)定义的离散化模型中，连续模型 (2-18)中的
非零手征反常没有被重现。这就是 Nielsen-Ninomiya定理的实质。
人们可以放弃厄米性的限制来规避 Nielsen-Ninomiya 定理 [189-190]。这可以用

基于庞加莱-霍普夫（Poincaré-Hopf）关于Nielsen-Ninomiya定理的证明来理解 [189]。

根据该定理，手征费米子的一维格点模型中所有孤立零模的指标之和为 0。对于局
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部的、厄米的、平移不变的模型，孤立零模的指标对于左移费米子和右移费米子

分别定义为 1和 -1。因此，必须具有相等数量的左移和右移费米子才能保证指标
之和为零。然而，对于非厄米系统，孤立零模的指标为 0，与零模的手性无关。因
此，在非厄米的格点模型中只有一个左移费米子是可能的。

由于系统的 𝒫𝒯 对称性保证了一个实谱，而我们需要一个复的谱来避免
Nielsen-Ninomiya 定理，因此我们必须明确地打破 𝒫𝒯 对称性，以获得描述手征
费米子的哈密顿量。在我们的例子中，宇称和时间反转变换分别定义为

𝑃 ∶𝑐𝐿,𝑗 → 𝑐𝐿,𝑁+1−𝑗 𝑐†𝐿,𝑗 → 𝑐†𝐿,𝑁+1−𝑗
𝑇 ∶𝑐𝐿,𝑗 → 𝑐𝐿,𝑗 𝑐†𝐿,𝑗 → 𝑐†𝐿,𝑗 𝑖 → −𝑖. (2-26)

容易看出对称哈密顿量 (2-24)是 𝒫𝒯 对称的。当 𝜆 = 1时，(2-1)导致了非厄米格
点模型

𝐻𝐿 =
𝑁−1

∑
𝑗=1

𝑖
𝑎𝑒

𝑖𝑎𝐴1𝑐†𝐿,𝑗𝑐𝐿,𝑗+1 −
𝑁

∑
𝑗=1

𝑖
𝑎𝑐

†
𝐿,𝑗𝑐𝐿,𝑗 +

𝑖
𝑎𝑒

𝑖𝑎𝐴1𝑐†𝐿,𝑁𝑐𝐿,1. (2-27)

由于此哈密顿量明确地破坏了 𝒫𝒯对称性，因此得到复数谱也就不足为奇了：

𝐸𝐿𝑘 =
𝑖
𝑎 (𝑒

𝑖𝑎(𝑘+𝐴1) − 1) . (2-28)

该模型将在下文中称为定向格点模型，我们将证明它确实描述了在适当条件下自

由左移的费米子。

通过对模型进行奇偶变换，可以得到自由右移费米子的模型 (2-27),

𝐻𝑅 =
𝑁

∑
𝑗=2

𝑖
𝑎𝑒

−𝑖𝑎𝐴1𝑐†𝑅,𝑗𝑐𝑅,𝑗−1 −
𝑁

∑
𝑗=1

𝑖
𝑎𝑐

†
𝑅,𝑗𝑐𝑅,𝑗 +

𝑖
𝑎𝑒

−𝑖𝑎𝐴1𝑐†𝑅,1𝑐𝑅,𝑁, (2-29)

其中我们将下标 𝐿替换为 𝑅以指示它用于右移费米子。其能谱为：

𝐸𝑅𝑘 =
𝑖
𝑎 (𝑒

−𝑖𝑎(𝑘+𝐴1) − 1) , (2-30)

其中 𝑘 = 2𝜋𝑛
𝑁𝑎 , 𝑛 ∈ ℤ。其谱的实部与 (2-28)相反，而这两个哈密顿量的虚部相同。

哈密顿量 (2-29)也可以通过选择 𝜆 = 0的不同差分算子从右移费米子场论推导出
来

𝛹†𝑅∂𝑥𝛹𝑅 →
1
𝑎𝑐

†
𝑅,𝑗[𝑐𝑅,𝑗 − 𝑐𝑅,𝑗−1]. (2-31)

对于非厄米系统，有必要引入所谓的双正交基 [191]。在通常的厄米情况下，本征态

的正交性由哈密顿量的封闭性保证。然而，非厄米哈密顿量的本征态通常彼此不

正交。相反，对于一般的非厄米运算符 𝐴，可以使用所谓的双正交基 [191]，它由左

特征向量 {⟨𝑣′𝑛|}和右特征向量 {|𝑣𝑛⟩}组成，并满足以下方程，
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𝐴|𝑣𝑛⟩ = 𝜆𝑛|𝑣𝑛⟩ ⟨𝑣𝑛′|𝐴 = 𝜆𝑛⟨𝑣′𝑛| ⟨𝑣′𝑛|𝑣𝑚⟩ = 𝛿𝑛,𝑚 (2-32)

(2-32)中的第二个方程意味着左特征向量的厄密共轭是 𝐴†的特征向量

𝐴†|𝑣𝑛′⟩ = 𝜆∗𝑛|𝑣𝑛′⟩ (2-33)

双正交基在我们接下来的讨论中也起着重要的作用。我们现在将关注哈密顿

量 (2-27)及其谱。类似的分析可以很容易地应用于右移哈密顿量 (2-29)。对于费米
子理论，具有复能量 𝐸𝑘 的费米子的传播子由 𝐺(𝑘, 𝜔) = 1/(𝜔 − Re𝐸𝑘 − 𝑖Im𝐸𝑘)给
出。这表明能量的实部 Re𝐸𝑘 对应于粒子的普通能量，而负的虚部 Im𝐸𝑘 可以看作
是寿命的倒数，或者说由于与环境的耦合而导致的粒子损失率。虚能量 Im𝐸𝑘也可
以通过考虑右本征态 |𝜓𝑘⟩的时间演化来理解

|𝜓𝑘(𝑇)⟩ = 𝑒−𝑖𝐻𝑇|𝜓𝑘⟩ = 𝑒−𝑖Re(𝐸𝑘)𝑇𝑒Im(𝐸𝑘)𝑇|𝜓𝑘⟩. (2-34)

在系统中找到粒子的概率为，

⟨𝜓′𝑘(𝑇)|𝜓𝑘(𝑇)⟩ = 𝑒2Im(𝐸𝑘)𝑇 , (2-35)

如果能量的虚部为负，则表示其随时间衰减。①

能量的实部 Re𝐸𝑘 在对称模型和定向模型中表现相似。这意味着我们的（定
向）模型仍然在 𝑘 ∼ 0处有一个向左移动的费米子，在 𝑘 ∼ 𝜋/𝑎处有一个（加倍）
向右移动的费米子。然而，这两种费米子模式的寿命截然不同。对于左移费米子

和加倍费米子，我们有

𝐸𝐿0,𝑘 ∼ −𝑘(1 + 𝑖𝑘𝑎/2), 𝐸𝐿𝜋,𝑘 ∼ 𝑘(1 − 2𝑖/𝑘𝑎), (2-36)

其中 𝐸𝐿0 和 𝐸𝐿𝜋分别代表左移费米子和加倍费米子的能量。因此，如果 𝑎足够小，左
移费米子的寿命比加倍费米子的寿命长得多。而在连续极限 𝑎 → 0下，左移费米
子的寿命是无限的，而加倍费米子的寿命为零。这表明格点哈密顿量将减少为哈

密顿量 (2-18)对于连续极限和低能量状态下的手征费米子。此外，在连续极限和
低能量状态下出现了 𝒫𝒯对称性，这保证了我们上面讨论的连续理论的实谱。

2.4 手性和手征对称性

在本节中，我们将通过两种方法（谱流和指标定理的格点版本）在我们的格

点模型中验证手征反常。

① ⟨𝜓′𝑘(𝑇)|是左本征态。𝑇0 = −1/Im(𝐸𝑘)可以理解为费米子的寿命。在物理上，这种损失是由于系统与其环
境之间的耦合而发生的。
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图 2-2 图 (𝑎)和 (𝑏)展示了在对称和定向晶格模型下，当 𝐴1 从 −𝜋/𝐿到 𝜋/𝐿进行绝热
演化时，谱的演化过程。每一条分支表示某个本征态随着规范场的变化而产生的能量变

化。左移费米子用虚线表示，加倍的费米子用实线表示。线颜色深浅表示这些状态的观测

概率。这里我们设 𝑎 = 1，𝑁 = 100。

2.4.1 能谱流

如第2.2.1节所讨论的那样，谱流是检测手征反常的常用方法。为了观察谱流，
我们从时间 𝑡 = 0开始，缓慢地将 𝐴1 从 −𝜋/𝐿变化到 𝑡 = 𝑇时的 𝜋/𝐿，并检查费
米子的能量如何随 𝐴1（因此随时间）变化。这里我们选择 𝐿 = 𝑁𝑎，其中 𝑁是格点
数的总数。𝑇应足够大以实现绝热过程。对称和定向格点模型的谱流如图2-2 (a)和
(b)所示，其中我们选择 𝑎 = 1,𝑁 = 100。请注意，在定向格点模型的情况下，费
米子的能量对应于谱的实部 Re𝐸𝐿𝑘，如前一节所讨论的那样，而费米子的寿命，由
谱的虚部 Im𝐸𝐿𝑘 跟踪，用线的颜色深浅表示。对于给定的 𝐴1，两个模型中费米子
的能量相同，并且为

𝐸sym
𝑘 = Re(𝐸𝐿𝑘) = − sin((𝑘 + 𝐴1)𝑎)/𝑎,

其中 𝑘 = 2𝜋𝑛
𝑁𝑎。在图中，我们仅描绘能量接近零的状态的演化，即三个左行态（虚

线）𝑛 = −1, 0, 1和三个加倍费米子态（实线）𝑛 = 49, 50, 51。
正如第2.2.1节所讨论的那样，物理上，改变 𝐴1相当于缓慢地在环的中心插入

一个 2𝜋通量。手征反常要求插入通量后费米子的总数应减少 1。然而，对于对称
格点模型，加倍费米子数增加 1，左行费米子数减少 1，因此费米子的总数是不变
的。因此，对称格点模型没有手征反常。对于定向格点模型，有一个额外的时间相

关衰减因子 𝑒2𝑇Im𝐸。当 𝑇足够大时，即 𝑇 ≫ 𝑎但不是太大，即 𝑇 ≪ 𝑙02/𝑎时，其
中 𝑙0 是某个有限的红外截断长度尺度，左行费米子几乎不受影响，但加倍费米子
会随着时间演化迅速消失，如图2-2 (b)所示。这种情况下，插入磁通后费米子总数
减少 1，与正确的手征反常(2-18)一致。

红外截断 𝑙0 被选择为小于 𝐿，以确保只有在 𝑘 = 0附近的模式在时间演化中
存活。我们还选择将其与 𝐿 成比例，以确保在热力学极限 𝐿 → ∞下趋于无穷大，
与式(2-18)一致。
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2.4.2 指标定理

为了证明我们的格点模型确实具有与连续理论中相同的手征反常，我们将在

本节中研究非厄米格点算子 /𝐷𝑅的指标。我们将在欧几里得时空中进行计算。通过
类似于格点哈密顿量 (2-27)和 (2-29)的推导，狄拉克费米子在一维空间格点上的
欧几里得作用量为

𝑆𝐸 = ∫𝑑𝜏𝑖�̄� /𝐷𝛹, (2-37)

其中 𝛹 = (𝛹𝑅 , 𝛹𝐿)𝑇 = ((𝑐𝑅,1, ⋯ , 𝑐𝑅,𝑁), (𝑐𝐿,1, ⋯ , 𝑐𝐿,𝑁))𝑇, �̄� = 𝛹†,和 𝑐𝐿(𝑅),𝑗 是上一节
介绍的费米子的费米子湮灭算符。狄拉克算子的格点版本由下式给出

/𝐷 ∶= 𝛾1 (
𝐷𝑅1 0
0 𝐷𝐿1

) + 𝛾2∂𝜏 = (
0 −𝐷𝐿1 + 𝑖∂𝜏

𝐷𝑅1 + 𝑖∂𝜏 0
) , (2-38)

其中协变导数运算符 𝐷𝐿/𝑅1 是具有矩阵元素的 𝑁 × 𝑁矩阵

𝐷𝐿1 𝑖,𝑗 =
𝑒𝑖𝑎𝐴1𝛿𝑖+1,𝑗 − 𝛿𝑖,𝑗

𝑎 , 𝐷𝑅1 𝑖,𝑗 = −
𝑒−𝑖𝑎𝐴1𝛿𝑖−1,𝑗 − 𝛿𝑖,𝑗

𝑎 (2-39)

其中 𝑖和 𝑗是格点的指标。特别地，𝐷𝐿1 𝑁,1 =
1
𝑎𝑒

𝑖𝑎𝐴1 和 𝐷𝑅1 1,𝑁 = −
1
𝑎𝑒

−𝑖𝑎𝐴1。在这里，

我们还使用了周期性边界条件。请注意 /𝐷也是一个非厄米运算符。因此，我们引
入双正交基 {𝜑𝑛}和 {𝜑′𝑛}，满足

/𝐷𝜑𝑛(𝜏) = 𝜆𝑛𝜑𝑛(𝜏)
/𝐷†𝜑′𝑛(𝜏) = 𝜆∗𝑛𝜑′𝑛(𝜏)

∫𝑑𝜏 𝜑′𝑛
†(𝜏)𝜑𝑚(𝜏) = 𝛿𝑛,𝑚.

(2-40)

作用量(2-37)遵循手征对称性，因为狄拉克算子在格点离散版无穷小手征变换
下是不变的

𝛹 → 𝑒𝑖𝛼𝛾5𝛹, �̄� → �̄�𝑒𝑖𝛼𝛾5 . (2-41)

路径积分测度变化为

𝑑𝜇 → 𝑑𝜇 exp (−2𝑖𝛼∫𝑑𝜏∑
𝑛
𝜑′𝑛

†𝛾5𝜑𝑛), (2-42)

额外出现的是预期的反常项。

我们可以将相应的外尔算子定义为 /𝐷𝑅,𝐿 ≡ /𝐷(1±𝛾5)/2。有了上面提到的所有
定义，我们现在要证明格点版本指标定理

index( /𝐷𝑅) = 𝑛+ − 𝑛− = ∫𝑑𝜏∑
𝑛
𝜑′𝑛

†𝛾5𝜑𝑛 = −
1
2𝜋 ∫

𝑀
𝐹, (2-43)
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方程 (2-43)中的第一个等号对所有椭圆算子都有效。由于广义外尔算子 /𝐷𝑅是椭圆
的，因此第一个等号在这种情况下仍然成立。第二个等号的证明类似于(2-10)。
通过在等式(2-40)中应用归一化，我们有

∫𝑑𝜏∑
𝑛
𝜑′𝑛

†𝛾5𝜑𝑛 = 𝑛+ − 𝑛− (2-44)

第三个等号可以用类似于 [187]的方式证明。由于 ∫𝑑𝜏 ∑𝑛 𝜑′𝑛
†𝛾5𝜑𝑛 不依赖于基

的选择，我们选择使用 𝐷1的双正交本征态,记为 {𝜙′𝑛}, {𝜙𝑛}，来计算求和。按照藤
川（Fujikawa）的方法 [187]，

∫𝑑𝜏∑
𝑛
𝜙′𝑛

†(𝜏)𝛾5𝜙𝑛(𝜏) = ∫𝑑𝜏∑
𝑗
𝑎∑

𝑛
𝜙′𝑛,𝑗

†(𝜏)𝛾5𝜙𝑛,𝑗(𝜏)

= lim
𝑀→∞

∫𝑑𝜏∑
𝑗
𝑎∑

𝑛
𝜙′𝑛,𝑗

†(𝜏)𝛾5 exp (−
/𝐷2

𝑀2 )𝜙𝑛,𝑗(𝜏),

(2-45)

其中

/𝐷2 = 𝐷𝜇𝐷𝜇 +
1
2𝛾

𝜇𝛾𝜈[𝐷𝜇, 𝐷𝜈] = 𝐷𝜇𝐷𝜇 + 𝛾1𝛾2[𝐷1, 𝐷𝜏]. (2-46)

由于 𝐷1的谱只是右移和左移手征费米子的能量乘以 ±𝑖，本征态 {𝜙𝑛}可以分为两
个扇区，{𝜙𝑅𝑘 }和 {𝜙𝐿𝑘}，满足

𝐷1𝜙𝑅𝑘 = 𝑖𝐸𝑅𝑘𝜙𝑅𝑘
𝐷1𝜙𝐿𝑘 = −𝑖𝐸𝐿𝑘𝜙𝐿𝑘 ,

(2-47)

其中 𝐸𝑅𝑘 和 𝐸𝐿𝑘 分别由 (2-28)和 (2-30)给出。我们有

[𝐷1, 𝐷𝜏]𝜙𝑅𝑘,𝑗 = −(𝑖∂𝜏𝐸𝑅𝑘 )𝜙𝑅𝑘,𝑗 = −𝑖∂𝜏𝐴1𝑒−𝑖(𝑘+𝐴1)𝑎𝜙𝑅𝑘,𝑗
[𝐷1, 𝐷𝜏]𝜙𝐿𝑘,𝑗 = (𝑖∂𝜏𝐸𝐿𝑘)𝜙𝐿𝑘,𝑗 = −𝑖∂𝜏𝐴1𝑒𝑖(𝑘+𝐴1)𝑎𝜙𝐿𝑘,𝑗

, (2-48)

其中 𝑗是格点的标签。在 𝑎很小的情况下，我们可以只保留独立于 𝑎的项，并且有

[𝐷1, 𝐷𝜏] = −𝑖∂𝜏𝐴1. (2-49)

等式(2-45)通过引入本征态 �̃�𝑛,𝑗( 𝑡𝑎𝑢),其中

𝜙𝑛,𝑗(𝜏) = ∫
𝑑𝜔
2𝜋
1
𝐿 ∑

𝑞
𝑒𝑖𝑞𝑗𝑎+𝑖𝜔𝜏�̃�𝑛,𝑞(𝜔). (2-50)

�̃�𝑛,𝑞(𝜔)满足以下完整性条件，

∑
𝑛
�̃�′†𝑛,𝑞′(𝜔′)𝛤�̃�𝑛,𝑞(𝜔) = Tr(𝛤)2𝜋𝐿𝛿𝑞,𝑞′𝛿(𝜔 − 𝜔′), (2-51)
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对于任何 2 × 2的矩阵 𝛤。我们有

∫𝑑𝜏∑
𝑛
𝜙′𝑛

†(𝜏)𝛾5𝜙𝑛(𝜏)

= lim
𝑀→∞

∫𝑑𝜏∑
𝑗
𝑎 ∫ 𝑑𝜔2𝜋

1
𝐿 ∑

𝑞
Tr(𝛾5𝑒−𝑖𝑞𝑗𝑎−𝑖𝜔𝜏 exp (−

𝐷𝜇𝐷𝜇
𝑀2 − 𝛾

1𝛾2[𝐷1, 𝐷𝜏]
𝑀2 )𝑒𝑖𝑞𝑗𝑎+𝑖𝜔𝜏)

(2-52)

因为 𝑒−𝑖𝜔𝜏𝐷𝜏𝑒𝑖𝜔𝜏 = 𝐷𝜏 + 𝑖𝜔, 𝑒−𝑖𝑞𝑗𝑎𝐷1𝑒𝑖𝑞𝑗𝑎 = 𝐷1 + 𝑖𝑞,我们有

∫𝑑𝜏∑
𝑛
𝜑′𝑛

†(𝜏)𝛾5𝜑𝑛(𝜏) = ∫𝑑𝜏∑
𝑛
𝜙′𝑛

†(𝜏)𝛾5𝜙𝑛(𝜏)

= lim
𝑀→∞

∫𝑑𝜏∑
𝑗
𝑎∫ 𝑑𝜔2𝜋 𝑒

−𝜔
2

𝑀2
1
𝐿 ∑

𝑞
𝑒−𝑞2/𝑀2Tr(𝛾5 exp (−

2𝑖𝑞𝜇𝐷𝜇
𝑀2 −

𝐷𝜇𝐷𝜇
𝑀2 + 𝑖𝛾

1𝛾2∂𝜏𝐴1
𝑀2 ))

= lim
𝑀→∞

𝑀2∫𝑑𝜏∫𝑑𝑥∫ 𝑑𝜔2𝜋 ∫
𝑑𝑞
2𝜋𝑒

−𝑞2−𝜔2Tr(𝛾5 exp (−
2𝑖𝑞𝜇𝐷𝜇
𝑀 −

𝐷𝜇𝐷𝜇
𝑀2 + 𝑖𝛾

1𝛾2∂𝜏𝐴1
𝑀2 ))

(2-53)

从第二行到第三行，我们采用连续极限并重新缩放 𝑞 → 𝑀𝑞,𝜔 → 𝑀𝜔。从狄拉克
矩阵

Tr(𝛾5) = 0 Tr(𝛾5𝛾1𝛾2) = −2𝑖, (2-54)

我们有

∫𝑑𝜏∑
𝑛
𝜑′𝑛

†(𝜏)𝛾5𝜑𝑛(𝜏) = ∫𝑑𝜏∫𝑑𝑥
1
4𝜋2∂𝜏𝐴1 = −∫𝑑𝜏𝑑𝑥

1
4𝜋𝜖

𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 = −
1
2𝜋 ∫𝐹

(2-55)
因此指标定理 (2-43)在我们的非厄米格模型中是正确的。

正如在第2.2.1节中讨论的那样，格点指标定理 (2-43)意味着我们的格点模型
能够在连续介质理论中再现正确的手征反常。另一方面，由于对称格点模型没有

手征反常，格点指标定理 (2-43)对于对称差分算子应该是无效的。下面，我们将简
要说明定向格点模型和对称格点模型的不同之处，以及定向格点模型的非厄米性

有何帮助。

根据定义，只有 /𝐷的零模式对 index( /𝐷𝑅)有贡献。 /𝐷的特征值 𝜆满足

𝜆2 = (𝜔 − 𝑖𝐸𝐿𝑘)(𝜔 − 𝑖𝐸𝑅𝑘 ), (2-56)

其中 𝐸𝐿𝑘 和 𝐸𝑅𝑘 分别是格点左移费米子和右移费米子的能谱。对于对称格点模型，
零模式对应于 𝜔 = 0, 𝐸𝐿𝑘 = 𝐸𝑅𝑘 = 0。对于左移费米子，𝑘 = 0周围的状态（对应
于连续极限中的左移费米子）和 𝑘 = 𝜋/𝑎周围的加倍费米子状态都对指数有贡献。
这就是指标定理 (2-43)在对称格情况下失败的原因。在定向格情况下，情况变得不
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同，其中 𝐸𝐿𝑘 和 𝐸𝑅𝑘 由等式 (2-28)和 (2-30)分别给出。因此零模式对应于 Re(𝐸𝐿𝑘) =
Re(𝐸𝑅𝑘 ) = 0, 𝜔 = −Im(𝐸𝐿𝑘) = −Im (𝐸𝑅𝑘 )。同样对于左移费米子的定向格点模型，
Re(𝐸𝐿𝑘) = 0对应于 𝑘 = 0附近的左移费米子，其中 𝜔 = −Im(𝐸𝐿𝑘) = −𝑘2𝑎/2 ∼ 0，
𝑘 = 𝜋

𝑎 附近的加倍费米子，其中 𝜔 = −2
𝑎 1。然而，式(2-53)中的因子 𝑒−𝜔2 强烈抑

制了加倍费米子的贡献，因此只有 𝑘 ∼ 0处的左移费米子对不可缺少的。因此，我
们可以通过指标定理 (2-43)来重现有效的手征反常。

2.5 引力反常

根据方程 (2-17)，一维手征费米子的手征中心荷是重力反常的一个指标。对于
我们的格点模型，如果晶格常数 𝑎足够小，我们可以只考虑 𝑘 = 0和 𝑘 = 𝜋/𝑎附
近的态，其能谱由 (2-36)给出。如果忽略能量的虚部，能谱与自由复费米子 CFT
相同，其中 𝐸𝐿𝜋 对应于 𝑐 = 1的全纯模，𝐸𝐿0 对应于 �̄� = 1的反全纯模。正如我们之
前讨论的那样，能量的虚部对应于费米子的寿命。因此，在连续极限 𝑎 → 0中，全
纯模会迅速被消灭，只有反全纯模幸存下来。因此，它应该对应于 𝑐 − �̄� = −1的
手征 CFT，这表明我们的非厄米格点模型具有与连续一维左移手征费米子相同的
重力反常。

为了更清晰地阐述这一点，我们计算了周期边界条件（PBC）和反周期边界条
件（APBC）下基态能量 𝛥𝐸的差异。对于自由费米子 CFT，众所周知，在 PBC和
APBC之间的真空能量差是 [192]

𝛥𝐸vac =
𝜋
4𝐿(𝑐 + �̄�), (2-57)

其中，在周期性边界条件（PBC）下，𝑘 = 2𝜋𝑛
𝐿 ；在反周期性边界条件（APBC）下，

𝑘 = 2𝜋(𝑛+12 )
𝐿 ；𝐿 = 𝑁𝑎，𝑁是格点数；求和符号中的下标“occ”表示我们只对所

有占据态求和。通过 CFT与方程(2-57)的结果比较，我们可以提取 𝑐 + �̄�的时间演
化，结果如图2-3所示。
在我们的模型中，PBC和 APBC的时间依赖基态能量可以通过对所有占据单

粒子态的实部能量和由 (2-35)给出的衰减概率因子求和来计算：

𝐸(𝑇) = ∑
𝑘,𝑜𝑐𝑐

Re(𝐸𝐿𝑘)⟨𝜓′𝑘(𝑇)|𝜓𝑘(𝑇)⟩ = ∑
𝑘,𝑜𝑐𝑐

𝑒2Im(𝐸𝐿𝑘)𝑇Re(𝐸𝐿𝑘)

= − ∑
𝑘,𝑜𝑐𝑐

sin 𝑘𝑎
𝑎 𝑒2

cos𝑘𝑎−1
𝑎 𝑇 ,

(2-58)

其中 𝑘 = 2𝜋𝑛
𝐿 对于 PBC，𝑘 = 2𝜋(𝑛+12 )

𝐿 对于 APBC，𝐿 = 𝑁𝑎，𝑁是站点数。求和中
的下标“occ”表示我们只对所有被占领状态求和。通过与 CFT (2-57)的结果比较，
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我们可以提取 𝑐 + �̄�的时间演化，结果如图2-3所示。

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
T/T2

0.00

0.25

0.50

0.75

1.00

1.25

1.50

1.75

2.00

c
+

c

a = 0.05
a = 0.025
a = 0.001

图 2-3 𝑐+�̄�在区间 (0, 110𝑇2)中的时间演化图示。𝑇2为特征时间尺度（详见正文）, 𝐿 = 20,
𝑙0 = 1.

简单总结一下，在连续极限 𝑎 → 0中，格点模型从非手征系统开始，然后迅
速演化为只有左移费米子的手征系统。手征费米子状态可以持续很长一段时间。

在2.4.1节中提到了两个重要的时间尺度。首先，在 𝑇 ≳ 𝑇1 = 𝑎时，𝑘𝑎 = 𝜋附
近的加倍费米子被抑制，只有左移费米子存活下来。注意，𝑇1 在连续极限中趋近
于 0。而在 𝑇 ≈ 𝑇2 =

𝑙02

𝑎 时，𝑘𝑎 = 0附近的左移费米子开始衰减，这是我们希望避
免的情况。幸运的是，𝑇2在连续极限中趋近于无穷大。因此，在有限的 𝑎下，我们
只应考虑 𝑇1 ≪ 𝑇 ≪ 𝑇2的时间区间。在这个区间内，格点模型具有与 𝑐 = 0, �̄� = 1
的复手征费米子场论相同的性质。实际上，我们的数值结果 𝑐 + �̄� = 1，如图2-3所
示，与场论相一致。

2.6 在局域扰动下的稳定性

格点化指标定理的拓扑性质表明，我们的非厄米模型的零模式对局部扰动是

稳定的。为了检查这一点，我们考虑了低能有效哈密顿量，并考虑这两种费米子

之间的耦合

𝐻 =∑
𝑘
− (𝑘 + 𝑖𝑘2𝑎/2)𝑐†0,𝑘𝑐0,𝑘 + (𝑘 − 2𝑖/𝑎)𝑐†𝜋,𝑘𝑐𝜋,𝑘

+ 𝑉𝑐†0,𝑘𝑐𝜋,𝑘 + 𝑉𝑐†𝜋,𝑘𝑐0,𝑘 ,
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其中 𝑐0,𝑘 和 𝑐𝜋,𝑘 分别对应于 𝑘 = 0附近的左移费米子和 𝑘 = 𝜋/𝑎附近的加倍费米
子。对于足够小的 𝑎，𝑎𝑘 ≪ 1, 𝑎𝑉 ≪ 1，我们有

𝜖+ ≈ −𝑘 − (𝑉2 + 𝑘2)𝑎𝑖/2, 𝜖− ≈ 𝑘 − 2𝑖/𝑎.

因此，微扰不会打开能隙。它只是改变了能量的虚部（示例见图 2-4），或费米子
的倒数寿命。然而，费米子寿命的定性行为是不变的，即向左移动的费米子在连

续谱极限内具有无限寿命，而向右移动的费米子在连续谱极限内的寿命为零。

�

��(���)

(�) �(�)

��(���)

图 2-4 定向格点中手征费米子的低能有效哈密顿量的能带色散图。红线：左移费米子；

蓝线：加倍费米子。这里我们设 𝑎 = 0.02和 𝑉 = 1。

我们还通过在哈密顿量(2-27)中添加 𝑖
𝑎 ∑𝑗 𝛼𝑗𝑐

†
𝑗 𝑐𝑗项来检查无序引起的效应，其

中 𝛼𝑖是在 [0, 0.1]范围内随机生成的。我们的数值结果表明，这样的扰动也不会打
开能隙。因此，定向格点模型的零模比对称格点模型的零模更能够抵抗局部扰动。

2.7 讨论与总结

总之，我们构建了一个具有复数谱的局域非厄米一维格点模型。我们证明了

这个模型可以用多种方法描述一个左移手手征费米子，并且表明它对于局部扰动

是稳定的。

我们的结果表明，在非厄米性的帮助下，可以在同一时空维度中的非厄米格

点模型中实现反常场论，即在连续极限和低能区域中。在这个例子中，连续极限意

味着固定 𝑘和 𝐿 = 𝑁𝑎，并让 𝑎 → 0,𝑁 → ∞；低能区域意味着 |𝑘𝐿|是相同的或小
于 1的阶数。在我们的模型中，对于翻倍的费米子来说，低能区域应该是 𝑘𝑎 → 𝜋，
然后我们可以通过用 𝑘 + 𝜋/𝑎替换 𝑘来将 𝑘重置为接近 0的值。由(2-36)所示，翻
倍的费米子的能量有一个无限的虚部，模式很快衰减。而左移的费米子的能量有

一个可消失的虚部，因此，脱离环境的模式表示一个自由左移费米子。这就是低

能有效自由费米子 CFT的产生方式。
最后，让我们讨论可能的实验实现问题。已知非厄米格点模型可以在光学晶

50



第 2章 1+1维手征费米子的非厄米格点模型

格中的超冷原子中实现。通过取方程(2-27)中的规范场 𝐴1 = 𝜋/𝑎，该模型与文
献 [193]中的方程 F(4)完全匹配，其中 𝜅 = −2𝐽 = 1/𝑎，这已经被提议在由两个平行
的精细调谐的光学晶格组成的系统中实现。此外，该模型也可以用带有使左右不

对称性和电感器的二极管的电路进行模拟，用于虚化学势的产生 [194-195]。可以通

过两点阻抗峰来检测零模。

51



第 3章 非厄米费米子模型中的奇异纠缠

第 3章 非厄米费米子模型中的奇异纠缠

在非厄米物理学中，奇异点是一种异乎寻常的具有奇异性的物体，它们可能

出现在能带中，而被称为谱奇异点 (SEPs)，从而带来非常奇特的效应。本章系统地
研究了具有两种不同类型的谱奇异点 (SEPs)的一般性非厄米模型的量子纠缠（纠
缠熵和纠缠谱）。我们发现了非幺正共形场论与 𝑘-线性型 SEP之间的关系，这通
常与 𝒫𝒯-对称性或伪厄米性自发破缺有关。文中还讨论了 𝑘-平方根型 SEP与复共
形场论 (cCFTs)之间的潜在关联，它们类似于一级相变的临界性质。从纠缠谱中，
发现零能奇异模与正常的零模是不同的。最后，我们简要讨论了类似的非厄米量

子自旋模型。

3.1 简介

奇异点（EPs）[196]是非厄米量子系统参数空间中的奇点。在 EPs处，某些特定
的本征向量和它们对应的本征值会重合，导致异常的简并 [197-198]。由于其丰富的物

理和潜在的新应用，奇异点及其相关现象已成为非厄米量子物理学研究的核心课

题 [28,69-70,199-213]。特别是在动态环绕 EPs时，其拓扑结构已被广泛讨论 [204,214-223]，

并在多种系统中得到了证明，包括光子学 [224-229]，以及自旋、离子、超导量子模

拟器 [230-232]。其他引人注目的性质，如本征手性 [233-234]，单向性 [12,235-236]，以及

在奇异点处增强的灵敏度 [237-239]也吸引了大量关注。

EPs通常在 𝒫𝒯-对称系统中被研究，因为在这些系统中，由于自发的 𝒫𝒯-对称
性破缺，能隙会在 EP处闭合并伴随着虚谱出现。然而，一般的 EP将有完全不同的
性质。虽然在各种少体系中成功地制造和探测了 EP或其高维扩展结构 [225,240-241]，

如光子学系统 [10,224,226-227,239,242]。但真正的多体系统中的 EP，如它们的能谱和本
征态特性，以及在 EP附近的相关观测量和纠缠性质的奇异行为，仍然是大部分未
知的。在动量空间中，随着 EPs的出现，能谱中的能隙消失，这些点被称为带中
的谱奇异点（SEPs）。与厄米无能隙系统不同，一般的非厄米哈密顿量具有复能谱，
而 EPs是复能量黎曼面上的分支点。
对于厄米系统，已经确定了在 1 + 1 维临界系统中，纠缠熵普遍按照 𝑆 ∼

(𝑐/3) log 𝑙 的规律随尺度缩放，其中 𝑙 表示子系统的尺寸，𝑐 表示相关共形场论的
中心荷 [243-245]。在费米子系统中，𝑐与费米面上的节点密切相关，这些节点会引起
态占据的不连续性 [124]。
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在某些没有 EPs的无能隙非厄米系统中，就像在厄米系统中一样，正的中心
荷与实谱费米点有关 [246-247]。

然而，当非厄米无能隙系统加入 SEPs时，上述陈述就不再有效。中心荷不再
是正的，并且不再与费米点有一个朴素的联系。有几个知名的例子，包括 1+ 1维
的 Yang-Lee边缘奇点 [43-44]。尽管它们是非幺正的，但它们仍然保持共形对称性，

并表现出普适的对数尺度缩放的纠缠熵变化 [49,248]。这样一个临界的非厄米模型的

低能理论被认为是一个非幺正的共形场论。

最近，非幺正的共形场论 (nUCFTs)引起了特别的关注。它被证明 nUCFTs不
仅来自于经典统计模型的相变或非厄米量子模型的 𝒫𝒯 相变，而且与非幺正拓扑
序列相关 [249-254]。

非幺正和幺正共形场论 (CFT)之间的一个主要区别是，在非幺正 CFT中，一
些原生场的中心荷和共形权重是负的，而在幺正 CFT中，它们都是正的。由于共
形权重为负，物理基态不再与共形真空重合。此外，有一种具有复中心荷的非幺

正共形场论称为复共形场论 (cCFTs)。它们可能出现在某些弱一阶相变中，例如在
𝑄 > 4 Potts模型和 𝑍𝑛(𝑛 > 4)量子钟模型中发现的相变，以及在量子磁性系统中
的类似高维拟相变的限制-解禁量子相变中。它们与自发对称性破缺或拓扑相变几
乎没有相似之处。虽然它们的纠缠熵按对数尺度增长，但仍不清楚这种量子临界

性是否保持共形对称性。它们缺乏明确定义的普适特征：中心荷会随系统尺寸变

化而变。

本文利用量子纠缠的手段研究了一个具有奇异点的一般非厄米模型。可以使

用第3.2节中描述的修改的 Peschel 关联矩阵方法估算该模型的纠缠谱和熵。我们
在第3.3.1节中研究了一个具有可调非互易最近邻跳跃项和交替化学势的二能带非
厄米哈密顿量。

在第3.3.2节中，保持广义斜 (反)𝒫𝒯对称性的拟厄米模型在对称破缺点周围具
有线性色散。由于存在奇异点 (SEPs)，关联矩阵的特征值和纠缠熵都是异常的。负
纠缠熵按对数尺度缩放，拟合得到 𝑐 = −2，除非拓扑边界态破坏共形 (平移)对称
性，导致纠缠熵的对数尺度缩放非普适。不同边界条件下，计算激发态的缩放维

数进一步表明这是一个费米子鬼场 CFT。此外，当电子填充在 EPs下方时，纠缠
熵立即恢复到 𝑐 = 1自由费米子态，这突显了 SEPs在决定纠缠熵方面的重要性。
在第3.3.2节中，我们探讨了一种不同类型的奇异点，属于在第3.3.1节中所述

的二阶奇异点中，并且一般出现在（反）PT破缺相中。在第3.3.3节中描述的具有
非对称跳跃的模型也会产生具有 𝑘-平方根色散的奇异点。纠缠熵具有复的拟合中
心荷的对数尺度缩放规律。然而，它在很大程度上取决于系统尺寸大小。我们认
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为这意味着存在一个复的共形场论与其相联系。我们还提供了对这种非常规量子

临界性的有效场论分析。

接下来，在第3.4节中，我们通过引入探测体态模计算纠缠谱，强调了零能量
奇异模式和正常零模式之间的区别。这种方法还揭示了奇异束缚态的纠缠特征。

最后，在第 3-14节中，我们还研究几个非厄米自旋链模型，简单的讨论它们
跟费米子模型之间的关系。我们相信我们的研究将有助于更好地理解非厄米多体

物理学，并为未来研究非幺正共形场论和非常规量子临界行为铺平道路。

3.2 双正交纠缠熵

对于非厄米量子态的正确描述至关重要，因为传统量子力学在非厄米时不再

适用。一个著名的例子是所谓的双正交量子力学，它需要两组非自正交基组来完

全描述一个普适的哈密顿量（无论是厄米的还是非厄米的）。给定一个（非厄米）

哈密顿量 𝐻和对应的本征值 𝜀𝛼和本征态 |𝜓𝑅⟩𝛼。通常，这些特征向量不是正交的，
即 𝛼⟨𝜓𝑅 ∣ 𝜓𝑅⟩𝛽 ≠ 𝛿𝛼𝛽。然而，当前厄米共轭的特征向量（𝐻†|𝜓𝐿⟩𝛼 = 𝜀∗𝛼|𝜓𝐿⟩𝛼 ）
考虑在内时。双正交状态满足 𝛼⟨𝜓𝐿 ∣ 𝜓𝑅⟩𝛽 = 𝛿𝛼𝛽。显然，当哈密顿量为厄米的时，
|𝜓𝐿⟩𝛼 = |𝜓𝑅⟩𝛼,范数变回正常的正交关系 𝛼⟨𝜓𝑅 ∣ 𝜓𝑅⟩𝛽 = 𝛿𝛼𝛽。
以 |𝜓𝑅⟩𝛼 和 |𝜓𝐿⟩𝛼 作为新基，原哈密顿量可以对角化为

𝐻 =∑
𝛼
𝜀𝛼|𝜓𝑅⟩𝛼𝛼⟨𝜓𝐿|.

任何算子 𝒪的期望值可以计算为

⟨𝒪⟩ = ⟨𝛹𝐿|𝒪|𝛹𝑅⟩,

其中右态可以用右基展开为 |𝛹𝑅⟩ = ∑𝛼 𝑐𝛼|𝜓𝑅⟩𝛼 并且关联的左态是 |𝛹𝐿⟩ =
∑𝛼 𝑐𝛼|𝜓𝐿⟩𝛼。值得注意的是 ⟨𝛹𝐿|𝒪|𝛹𝑅⟩ = ⟨𝛹𝑅|𝒪†|𝛹𝐿⟩是真正的可观察量。

在量子场论的语言中，右特征向量 |𝜓𝑅⟩可以通过在欧几里得空间从现在到无
限过去的积分来构造，而左特征向量 ⟨𝜓𝐿|是从现在到无限未来的积分 [112]。在非

幺正场论中，可以采用复制黎曼面方法来计算其几何纠缠熵。在我们的研究中，哈

密顿量是二次型。左右特征态可以看作是作用于真空（零态）的左右费米产生算

符，即 |𝜓𝐿⟩𝛼 = 𝜓†𝐿,𝛼|0⟩，|𝜓𝑅⟩𝛼 = 𝜓†𝑅,𝛼|0⟩。值得注意的是，它们满足费米反对易关
系，

𝜓𝐿,𝛼 , 𝜓†𝑅,𝛽 = 𝛿𝛼𝛽 . (3-1)

利用这些算符，我们可以进一步构造一个多体稳定“基态”，即按照能级 𝜀𝛼 的实
部进行填充的态。因此，我们有左基态 |𝐺𝑆𝐿⟩ = ∏𝛼∈filled𝜓†𝐿,𝛼|0⟩和右基态 |𝐺𝑆𝑅⟩ =
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∏𝛼∈filled𝜓†𝑅,𝛼|0⟩。然后定义双正交密度矩阵（或称为右-左密度矩阵），

𝜌𝑅𝐿 = |𝜓𝑅⟩⟨𝜓𝐿|, (3-2)

其自然地描述了非厄米系统的稳态特性 [246,250,253]。注意到 𝜌†𝑅𝐿 ≠ 𝜌𝑅𝐿。对于由𝒜∪ℬ
组成的纯态 𝜌tot = |𝜓𝑅⟩⟨𝜓𝐿|，通过 𝜌𝒜 = Trℬ|𝜓𝑅⟩⟨𝜓𝐿|计算出约化密度矩阵。非厄
米系统的（双正交）纠缠熵（BEE）定义为，

𝑆(𝒜) = −Tr𝒜𝜌𝒜 ln𝜌𝒜 . (3-3)

由于Wick定理在非厄米情况下仍然成立，我们可以使用 Peschel的方法来计算通
过两点关联函数的纠缠熵 [140-142] 矩阵形式的关联函数定义为

𝒞𝑖𝑗 = ⟨𝐺𝑆𝐿|𝑐†𝑖 𝑐𝑗|𝐺𝑆𝑅⟩, (3-4)

则纠缠哈密顿量ℋ𝐸 通过以下方式与关联矩阵相关

𝒞 = 𝑒−ℋ𝐸
1 + 𝑒−ℋ𝐸 , 𝜖𝜉𝐸 = ln [(𝐶𝜉𝒜)

−1
− 1] , (3-5)

其中 𝜖𝜉𝐸 是子系统 𝒜 的纠缠哈密顿量特征值，𝐶𝜉𝒜 是局限于 𝒜 区域的关联矩阵的
特征值。双正交纠缠熵可以表示为

𝑆(𝒜) = −∑
𝜉
[𝐶𝜉𝒜 ln𝐶𝜉𝒜 + (1 − 𝐶

𝜉
𝒜) ln(1 − 𝐶𝜉𝒜)]. (3-6)

3.3 非厄米模型和具有奇异点的量子纠缠

3.3.1 一般模型

我们探索了一种具有非互易最近邻跳跃项和交错化学势的非厄米紧束缚模型。

在实空间中，哈密顿量由下式给出

𝐻 =𝑤1
𝐿

∑
𝑛=1

𝑐†𝑛+1,𝐴𝑐𝑛,𝐵 +𝑤2
𝐿

∑
𝑛=1

𝑐†𝑛,𝐵𝑐𝑛+1,𝐴

+ 𝑣2
𝐿

∑
𝑛=1

𝑐†𝑛,𝐵𝑐𝑛,𝐴 + 𝑣1
𝐿

∑
𝑛=1

𝑐†𝑛,𝐴𝑐𝑛,𝐵

+ 𝑢
𝐿

∑
𝑛=1

𝑐†𝑛,𝐴𝑐𝑛,𝐴 − 𝑢
𝐿

∑
𝑛=1

𝑐†𝑛,𝐵𝑐𝑛,𝐵

(3-7)

其中 𝑐†𝑛,𝐴(𝐵)和 𝑐𝑛,𝐴(𝐵)代表A(B)子晶格上第 𝑛个位点的产生湮灭算子，𝑢, 𝑣1,2, 𝑤1,2 ∈
ℂ是可调参数。为简单起见，参数取要么是纯虚的，要么是实的值。只有当 𝑣∗1 =
𝑣2,𝑤∗1 = 𝑤2 和 𝑢 ∈ ℝ 时，哈密顿量变回厄米。如果我们采取开放边界条件，当
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𝑣∗1 ≠ 𝑣2 或 𝑤∗1 ≠ 𝑤2 时出现著名的非厄米趋肤效应。通过施加周期性边界条件
(PBC)，即 𝑐𝐿+1,𝐴(𝐵) = 𝑐1,𝐴(𝐵)，动量空间中的哈密顿量可以通过傅里叶变换导出为

𝐻 =∑
𝑘
( 𝑐†𝑘,𝐴 𝑐†𝑘,𝐵 ) ℎ(𝑘)(

𝑐𝑘,𝐴
𝑐𝑘,𝐵

) (3-8)

与单粒子哈密顿，

ℎ(𝑘) = (
𝑢 𝑤1𝑒−𝑖𝑘𝑎 + 𝑣1

𝑤2𝑒𝑖𝑘𝑎 + 𝑣2 −𝑢
) (3-9)

其中我们将晶格常数取为 1。色散关系为

𝜀𝑘 = ±√(𝑎𝑟 + 𝑏𝑟 cos 𝑘) + 𝑖𝑠 sin 𝑘, (3-10)

其中 𝑎𝑟 = 𝑤1𝑤2 + 𝑣1𝑣2 + 𝑢2, 𝑏𝑟 = 𝑤2𝑣1 + 𝑤1𝑣2 和 𝑠 = 𝑤2𝑣1 − 𝑤1𝑣2。𝜀𝑘 = 0
定义奇异点。如果我们将所有跳跃参数设置为实数并且 𝑤2𝑣1 = 𝑤1𝑣2，EP 将位
于 𝑘𝐸𝑃 = ± arccos(𝑎𝑟/𝑏𝑟)。在这种情况下，EP 的存在需要 |𝑎𝑟/𝑏𝑟| ⩽ 1。为了使
计算和讨论更容易，我们将 EP 设置为 𝑘𝐸𝑃 = 0 (𝑘𝐸𝑃 = −𝜋)。这需要 𝑎𝑟/𝑏𝑟 =
−1, (𝑎𝑟/𝑏𝑟 = 1)，它独立于 𝑠。费米子根据它们的实能量填充真空，而虚能量是
准粒子寿命的倒数。给定 𝑢2, 𝑣1,2, 𝑤1,2 ∈ ℝ，我们得到以下实能量表达式：

Re[𝜀𝑘] = {𝑎𝑟 + 𝑏𝑟 cos 𝑘 + [(𝑎𝑟 + 𝑏𝑟 cos 𝑘)2 + 𝑠2 sin2 𝑘]1/2}
1/2

(3-11)

(a) (b) (c)

(d)

图 3-1 固定 𝑎𝑟/𝑏𝑟 = 1 时 PBC 模型的能谱：(a) 𝑠 = 0 的情况；(b) 𝑠 ≠ 0 (𝑠 = 2) 的案
例；（c）图 (a)在 EP附近的色散，实线表示实能量和虚能量的虚线；(d)图 (b)在 EP附近
的色散。

在 EP附近，实际能量标度为 Re[𝜀𝑘] ∼ {𝑎𝑟𝑘2 + [𝑎2𝑟𝑘4 + 𝑠2𝑘2]1/2}1/2,它具有
平方根色散 Re[𝜀𝑘] ∼ √𝑘对于 𝑠 ≠ 0，如图 3-1所示，其对于 2倍（二阶）奇异点
(EP2s)是典型的。特别的，对于 𝑠 = 0和 𝑎𝑟 > 0，它的色散为 Re[𝜀𝑘] ∼ 𝑘，如图
3-1所示。多体基态是通过填充所有实的负模式来构建的。然而，当谱包含 EP时，
这种填充是有缺陷的，因为 EP处的状态是非物理的。为了避免这种困境，将无限
小的动量偏移引入到能带中。然后能量最高的模，即无限接近 EP的模，称为奇异
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模。我们通过渐近行为展示奇异性质。随着 𝑘 幂的变化，渐近行为发生变化。下
一节将使用量子纠缠熵来检查渐近行为。

3.3.2 具有线性色散的奇异点

我们取 −𝑢2, 𝑣1,2, 𝑤1,2 > 0和

𝑤2/𝑤1 = 𝑣2/𝑣1 = 𝜆 (3-12)

即，首先考虑 𝑠 = 0。我们首先分析 𝑢 = 0 时模型的对称性，哈密顿量是伪
厄米 𝑈𝑝𝑠𝐻𝐻(𝜆)𝑈−1𝑝𝑠𝐻 = 𝐻†(𝜆), 与 𝑈𝑝𝑠𝐻 = Diag{1/√𝜆, √𝜆} ，和（斜）𝒫𝒯-对称
𝑈PT𝐻(𝜆)𝑈−1PT = 𝐻∗(𝜆),其中斜 𝒫𝒯-对称性异常定义为

𝑈PT = (
0 1/√𝜆
√𝜆 0

) , 𝑈2PT = 1 (3-13)

它是非对称的，对于 𝜆 = 1变回 𝜎𝑥。哈密顿量具有厄米手征对称性 𝑈𝐶ℎ𝐻(𝜆)𝑈−1𝐶ℎ =
−𝐻(𝜆), 其中 𝑈𝐶ℎ = 𝜎𝑧，这导致特征能量以 ±对出现，并且具有时间反演对称性
𝒯𝐻(𝑘)𝒯−1 = 𝐻(−𝑘), 其中 𝒯 是正常的时间反演运算符。尽管对于虚数 𝑣1,2, 𝑤1,2，
哈密顿量是反斜-𝒫𝒯-对称的 𝑈aPT𝐻(𝜆)𝑈−1aPT = −𝐻∗(𝜆),具有反斜-𝒫𝒯-对称性的异常
定义为

𝑈aPT = 𝑖 (
0 1/√𝜆
√𝜆 0

) , 𝑈2aPT = −1 (3-14)

当 𝜆 = 1 时，它变为反幺正 𝑖𝜎𝑥。对于 𝑢 ≠ 0，哈密顿量具有特征能量 𝜀𝑘,± =
±[𝜆(𝑤2 + 𝑣2) + 𝑢2 + 2𝜆𝑤𝑣 cos 𝑘]1/2。然而，它仍然是伪厄米的，因为所有特征值
都出现在实数或复数共轭对中。此外，它保留了广义的 𝒫𝒯-对称性（对于虚数跳
跃的反 𝒫𝒯-对称性也是如此）。手征对称性，类似于粒子空穴和时间反演对称性，
成为非厄米（斜）手性对称性，

𝑈nHCh𝐻†(𝜆)𝑈−1nHCh = −𝐻(𝜆), 𝑈nHCh = (
1/√𝜆 0
0 −√𝜆

) (3-15)

这仍然确保特征能量成对出现 (𝜀𝑛, −𝜀𝑛)。未归一化的左右特征向量是 |�̃�𝑅⟩𝑘,± =
( 𝜀𝑘,±+𝑢𝑤𝑒𝑖𝑘+𝑣 , 1)

T 和 |𝜓𝐿⟩𝑘,± = (
𝜀𝑘,±−𝑢

𝜆(𝑤𝑒𝑖𝑘+𝑣) , 1)
T。为了满足双正交条件，我们应该归一化

左和左右特征向量。我们设 |𝜓𝑅,𝐿⟩𝑘,± = |�̃�𝑅,𝐿⟩𝑘,±/√⟨𝜓𝐿 ∣ 𝜓𝑅⟩𝑘,±作为归一化的左右
特征向量。EP的存在需要 𝜆(𝑤 − 𝑣)2 ⩽ −𝑢2 ⩽ 𝜆(𝑤 + 𝑣)2，此时范数 ⟨�̃�𝐿 ∣ �̃�𝑅⟩𝑘,±
消失，归一化的左右特征向量变得不明确。值得注意的是，当 𝑢 = 0时，EP退化
到到不存在代数奇点的能隙关闭点 [255]（能带交叉点）。就纠缠熵而言，它的行为
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类似于 PBC中的单带自由费米子。
我们首先考虑具体情况 𝑢 = ±𝑖√𝜆(𝑤 ± 𝑣) , 其属于 𝒫𝒯-对称性（反 𝒫𝒯-对称

性）模型破缺点。EP位于 𝑘𝐸𝑃 = −𝜋，它附近的波函数是

|𝜓𝑅⟩𝑘,± =
1
√2
(
𝑖sgn[𝑖𝑢(𝑤 − 𝑣)]

1
) − sgn(𝑖𝑢)(

𝑤sgn(𝑣−𝑤)
𝑣−𝑤 ± √𝑣𝑤

𝑣−𝑤
0

)𝛿𝜅 + 𝑂(𝛿𝜅2)

|𝜓𝐿⟩𝑘,± =
1
√2
(
𝑖sgn[𝑖𝑢(𝑣 − 𝑤)]

1
) − sgn(𝑖𝑢)(

𝑤sgn(𝑣−𝑤)
𝑤−𝑣 ± √𝑣𝑤

𝑣−𝑤
0

)𝛿𝜅 + 𝑂(𝛿𝜅2)

(3-16)
范数是 ⟨�̃�𝐿 ∣ �̃�𝑅⟩𝑘,± = ± 2𝑖𝑣𝑤

√(𝑣−𝑤)2√𝑣𝑤
𝛿𝜅 + 𝑂((𝛿𝜅)2). 随着 𝑘 接近奇异点，即

𝛿𝜅 → 0，值得注意的是，这两个特征向量合并为一个 (±𝑖, 1)T ，具有正的群速度。
对于 (3-16) 中的第二项，如果我们将 𝑤, 𝑣 的符号从正转负，纠缠特征保留。当
𝑢 = −𝑖√𝜆(𝑤 − 𝑣)和 |𝑣| > |𝑤|对应于自发的 PT对称性破缺时，谱是全实的。在
𝑘𝐸𝑃 = −𝜋 处有一个固定的 EP，但波函数是有缺陷的。在 EP 周围，能量表示为
𝜀𝑘,± = ±2√𝜆𝑤𝑣 sin(𝑘/2) ∝ ±√𝜆𝑤𝑣𝑘。我们专注于 2 × 2块关联矩阵

𝒞block = (
𝒞𝐴𝐴 𝒞𝐴𝐵

𝒞𝐵𝐴 𝒞𝐵𝐵
) , (3-17)

其中 𝒞𝐴𝐴, 𝒞𝐴𝐵 , 𝒞𝐵𝐴, 𝒞𝐵𝐵是形式为 ⟨𝑐†𝐴(𝐵)𝑐𝐴(𝐵)⟩的关联函数，A(B)是子点阵标签。为
了避免发散，我们在 SEP处引入了一个小的动量偏移 𝛿𝜅，它相当于边界条件微小
的扭曲（微小的磁通量插入）或微小的能隙 ( 𝛥 = √𝜆𝑤𝑣𝛿𝜅)。这样一来，矩阵元
素与 𝛿𝜅, 𝒞𝐴𝐴, 𝒞𝐴𝐵 , 𝒞𝐵𝐴, 𝒞𝐵𝐵 发散为 1/𝛿𝜅。矩阵行列式的符号 (3-17)在 𝛿𝜅 → 0的
极限内，表示为 sgn[|𝒞0block|]。它可以检测纠缠特征，如 Tab.3-1所示。为了计算纠
缠熵，我们将具有 PBC的系统在实际空间中分成两部分。在 𝑢 = −𝑖√𝜆(𝑤 − 𝑣)和
|𝑣| > |𝑤|的情况下，关联矩阵的非平凡成对特征值为实，但不落在普通范围 [0, 1]
内，特征值对 𝐶𝛼 = 1 − 𝐶𝛽 > 1如图 3-4所示.
这些特征值会产生负纠缠熵。如图 3-2所示，纠缠熵呈对数尺度缩放，但对数

项前面有一个负系数

𝑆(𝑙) = 𝑐
3 ln(𝐿𝜋 sin

𝜋𝑙
𝐿 ) + const., (3-18)

其中 𝑐是相应共形场论的中心荷 (CFT)，子系统的大小用 𝑙表示，副项为常数。当
𝛿𝜅远低于单位动量 2𝜋

𝐿 时，𝑐是常数。中心荷为负的事实表明 CFT是非幺正的。该
模型可以表示具有 𝑐 = −2 [256] 的 𝑏𝑐-鬼场（辛费米子）CFT。请注意，从纠缠熵读
出的是有效中心荷 𝑐eff,它与真正的 CFT中心荷 c关系为 𝑐eff = 𝑐 − 24𝛥min，其中
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𝛥min是最低的共形权重。

(a) (b)

图 3-2 (a) 选择 𝜆 = 2,𝑤 = 2, 𝑣 = 3, 𝑢 = 𝑖 的纠缠熵，式(3-18) 的拟合揭示 𝑐 =
{−2.005,−2.005,−2.003,−2.002}用于蓝色、橙色、绿色和红色数据。(b)在 APBC中选
择 𝜆 = 2,𝑤 = 2, 𝑣 = 3, 𝑢 = 𝑖的纠缠熵，式(3-18)的拟合显示 𝑐 = {0.995, 1.064, 1.021}用于
蓝绿红数据。请注意，在不同的 𝐿处，𝑐与 −2的小偏差是由于存在奇异束缚态。

为了进一步验证低能量场论中的辛费米结构，我们尝试提取激发的标度维数

据。对于幺正共形场论，共形真空即基态具有最小的共形权重 𝐿0|𝐺𝑆⟩ = 𝛥|𝐺𝑆⟩，其
中 𝛥 = 0。而对于所有激发态，𝛥 > 0。然而，对于非幺正共形场论，物理真空的
最小共形权重可能不会与 𝛥 = 0的共形真空重合。基态 𝛥 < 0。对于带有零模的辛
费米共形场论 (𝑐 = −2)，即在周期性边界条件下，最小的共形权重 𝛥min = 0，因此
𝑐eff = 𝑐 = −2。物理基态遵循共形对称性。在反周期性边界条件下，最小的共形权
重为 𝛥min = −1/8，因此 𝑐eff = 𝑐 − 24𝛥min = 1。为了验证这一点，我们计算了在
APBC下的纠缠熵，其为 𝑆(𝑙) = 𝑐eff

3 ln ( 𝐿𝜋 sin 𝜋𝑙
𝐿 )+ const.，其中 𝑐eff = 1，如图3-2所

示。值得注意的是，在 APBC下的模型避免了奇异点，并且表现出类似于一个自
由的（狄拉克）费米子（𝑐 = 1的 CFT）。
我们现在可以研究那些可通过加倍手征子态的缩放维计算的激发，其中

𝛥𝛼,PBC = 2(𝐸𝛼,PBC − 𝐸0,PBC)/(𝐸𝑇 − 𝐸0,PBC)，其中 𝐸𝛼,PBC，𝐸0,PBC 分别表示 PBC
中的手征子态和基态能量，𝐸𝑇 表示动量-能量张量状态的能量。动量-能量张量
状态相当于在零点能量之上添加两个最小激发，其缩放维始终为 𝛥𝑇 = 2。在
APBC中，𝛥𝛼,APBC = 2(𝐸𝛼,APBC−𝐸0,PBC)/(𝐸𝑇−𝐸0,PBC)。在 PBC中，准粒子动量为

𝑘𝑛 = −𝜋+
2𝜋
𝐿 𝑛，𝑛 ⩽ 𝐿−1，𝑛 ∈ ℕ。在APBC中，准粒子动量为 𝑘𝑛 = −𝜋+

2𝜋
𝐿 (𝑛+

1
2)，

𝑛 ⩽ 𝐿 − 1，𝑛 ∈ ℕ。因此，该模型在 PBC中的共形塔计算为：

𝛥𝑛,PBC = 𝑛, 𝑛 ∈ ℕ, (3-19)

在 APBC中：

𝛥0,APBC = −
1
8, 𝛥1,APBC =

3
8, 𝛥𝑛,APBC = −

1
8 +

1
2𝑛, 𝑛 ⩾ 3, 𝑛 ∈ ℕ. (3-20)
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此外，𝜂𝜉-ghost理论也可以解释为辛费米子。𝜂𝜉-ghost共形场论具有两个费米
场 𝜂和 𝜉，它们的共形维数分别为 𝛥𝜂 = 1和 𝛥𝜉 = 0。𝜂𝜉-ghost CFT的作用量为

𝑆 = 1
2𝜋 ∫ d2𝑧(𝜂∂̄𝜉 + �̄�∂ ̄𝜉), (3-21)

其模式展开为：𝜉(𝑧) = ∑𝑛∈Z 𝜉𝑛𝑧−𝑛, 𝜂(𝑧) = ∑𝑛∈Z 𝜂𝑛𝑧−𝑛−1，且它们有费米反对易
关系 𝜉𝑚, 𝜂𝑛 = 𝛿𝑚+𝑛,0。其算符积展开为

𝜉(𝑧)𝜂(𝑤) = 𝜂(𝑧)𝜉(𝑤) = 1
𝑧−𝑤 + 𝑂(1),

𝜉(𝑧)𝜉(𝑤) = 𝜂(𝑧)𝜂(𝑤) = 𝑂(1).
(3-22)

能量-动量张量为

𝑇(𝑧) = − ∶ 𝜂(𝑧)∂𝜉(𝑧) ∶= ∑
𝑛∈Z

𝐿𝑛𝑧−𝑛−2 (3-23)

哈密顿量为

𝐻 ∝ 𝐿0 = −∑
𝑛∈Z

𝑛 ∶ 𝜂𝑛𝜉𝑛 ∶, (3-24)

它由两类不同的费米算符 𝜂𝑛, 𝜉𝑛 组成。这类似于左右费米算符 𝜓†𝐿,𝛼 和 𝜓†𝑅,𝛼。
在谱奇点附近的哈密顿量的低能理论可以写为 𝐻 = ∑𝑘 𝑘𝜓†𝑅,𝑘𝜓𝐿,𝑘，其中费米

速度设为 1。我们计算相应的关联函数：

⟨𝜓†𝐿(𝑥)𝜓𝑅(0)⟩ =
1
𝐿 ∑

𝑘
𝑒𝑖𝑘𝑥 = 1

𝜋
sin𝜋𝑥
𝑥 ∝ 1𝑥 , (3-25)

以及其共轭

⟨𝜓†𝑅(0)𝜓𝐿(𝑥)⟩ =
1
𝜋

sin𝜋𝑥
𝑥 ∝ 1𝑥 . (3-26)

此外，注意到

⟨𝜓†𝐿,𝑅(𝑥)𝜓𝐿,𝑅(0)⟩ ∼ 𝑒𝑖𝑘𝑥𝐶div(𝛿𝜅) ∝
1
𝑥0 , (3-27)

其中 𝐶div(𝛿𝜅)是常数与 𝛿𝜅发散。因此，我们得到了鬼费米算符的分别为 1和 0的
缩放维数。

对于 𝑢 = 𝑖√𝜆(𝑤 − 𝑣) 和 |𝑤| > |𝑣| , 这完全不同。虽然它对应于 PT 对称
自发破缺点，但它具有额外的拓扑边界模式。还有一个额外的一对非平凡特征值

𝐶ntr,± = 0.5 ± 𝑖Υ ,其中虚部 Υ 被发现不仅取决于子系统长度 𝑙还有力矩距离 𝛿𝜅和
总系统大小 𝐿。
这些特征值确保纠缠熵为正。𝑆 = 𝛾 ln [sin (𝜋𝑙/𝐿)]+常量，𝛾 > 0。然而，如图

3-3所示，该系数不是普适的。该模型在OBC中的谱如图 3-4(b)所示。当 |𝑤| > |𝑣|，
𝑢 = ±𝑖√𝜆(𝑤−𝑣)，𝑤𝑣 > 0时，产生一对虚能量 ±𝑢的拓扑边模来自模型的拓扑结

60



第 3章 非厄米费米子模型中的奇异纠缠

(a) (b)

(c)

图 3-3 (a) PBC中选择 𝜆 = 1,𝑤 = 3, 𝑣 = 2, 𝑢 = 𝑖的纠缠熵。式(3-18)的拟合显示 𝑐随着
𝐿和 𝛿𝜅的变化而变化，这是非普适的。(b)和 (c) 𝑐对 𝛿𝜅和 𝐿的依赖。

构，该拓扑结构受 Eq.(3-15)中定义的非厄米手性对称性保护。尽管它们是物理局
域化状态 [253]，但它们并未在纠缠谱边界呈现局域化。因此，它们对纠缠熵提供了

额外的依赖于尺寸的贡献。无能隙拓扑系统和对称性增强的量子临界系统也存在

类似现象，可参考文献 [257-258]。在热力学极限下，这对额外的拓扑模式破坏了共

形对称性（随着 L接近无穷大，拟合中心荷变为 0）。此外，由于奇异模式依赖于
𝛿𝜅，奇异模式和非厄米边界模式的混合导致有效中心荷对 𝛿𝜅 的非普适依赖。在
Sec.3.4中关于纠缠谱的研究中有详细说明。如果我们认为 𝑤, 𝑣纯虚的，如表所示。

(a) (b)

(c) (d)

图 3-4 非普适情况与非普适情况的区别 𝑐 = −2案例。(a) OBC中 𝑐 = −2情况的能谱无
边界模式。(b)具有两个边界态的 OBC中非普适情况的能谱。(c)相关的特征谱 (a)中的矩
阵只有实数值。(d) (a)中具有一对复值的关联矩阵的特征谱。

对称性破缺点包含能谱奇点。色散为 𝜀𝑘,± = ±2√𝜆𝑤𝑣 sin(𝑘/2) ∝ ±√𝜆𝑤𝑣𝑘实的能
谱需要 𝑤𝑣 > 0，即 Im[𝑤]Im[𝑣] < 0。表3-1显示了详细的结果。
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参数 𝑢 𝑤𝑣 能谱 𝑤,𝑣大小 纠缠 𝒞指标 边界

𝑤, 𝑣实
𝑢虚

𝑢 = ±𝑖√𝜆(𝑤 − 𝑣)
𝑘EP = −𝜋

𝑤𝑣 > 0 实谱
|𝑤| < |𝑣| 𝑐 = −2 +1 无

|𝑤| > |𝑣| 非普适 -1 ±𝑢
𝑤𝑣 < 0 虚谱 全部情况 𝑐 = −2 +1 无①

𝑢 = ±𝑖√𝜆(𝑤 + 𝑣)
𝑘EP = 0

𝑤𝑣 > 0 虚谱 全部情况 𝑐 = −2 +1 无

𝑤𝑣 < 0 实谱
|𝑤| < |𝑣| 𝑐 = −2 +1 无

|𝑤| > |𝑣| 非普适 -1 ±𝑢

𝑤, 𝑣虚
𝑢实

𝑢 = ±𝑖√𝜆(𝑤 − 𝑣)
𝑘EP = −𝜋

𝑤𝑣 > 0 实谱 all 𝑐 = −2 +1 无

𝑤𝑣 < 0 虚谱
|𝑤| < |𝑣| 𝑐 = −2 +1 无

|𝑤| > |𝑣| 非普适 -1 ±𝑢

𝑢 = ±𝑖√𝜆(𝑤 + 𝑣)
𝑘EP = 0

𝑤𝑣 > 0 虚谱
|𝑤| < |𝑣| 𝑐 = −2 +1 无

|𝑤| > |𝑣| 非普适 -1 ±𝑢
𝑤𝑣 < 0 实谱 全部情况 𝑐 = −2 +1 无

表 3-1 不同的 𝑤, 𝑣, 𝑢参数选择及其对应的纠缠性质。

当 |𝑢| > √𝜆|𝑤 − 𝑣|时，能谱既不是完全实数也不是完全虚数。当 𝑘 < 𝑘𝑒− =
− arccos {[𝜆(𝑤2+𝑣2)+𝑢2]/2𝜆𝑤𝑣}或 𝑘 > 𝑘𝑒+ = arccos {[𝜆(𝑤2+𝑣2)+𝑢2]/2𝜆𝑤𝑣}，
能谱是全虚的，对应于 PT-破缺相。对于 𝑘𝐸𝑃− < 𝑘 < 𝑘𝐸𝑃+ 和 𝜀𝑘,± ∝ ±𝑖√𝑘 否则。
由于离散模式不一定位于 EP上，如果我们继续通过用实际能量 i半填充最低状态
来构建基态。即，通过包含一些纯虚数状态，关联矩阵将产生复数特征值，从而

在不表现出对数标度行为的情况下产生复数纠缠熵。当模式不位于 EP时，模式周
围的色散为 𝜀𝑘,± ∝ ±𝑘。如果我们只包括狄拉克海中具有实负能量的模式，纠缠熵
将类似于自由（狄拉克）费米子 CFT。当将虚模添加到基态时，关联矩阵会产生
复数特征值，并且纠缠熵变得复数。由于基态和自由（狄拉克）费米子真空之间

的类比，任何具有虚能量的模式都会破坏真空的共形对称性。当 SEPs恰好被填充
时，共形对称性被打破。由于在基态中包含一个 EP附近的模式，因此纠缠熵是复
的并且呈对数尺度缩放，这类似于下一节中讨论的情况。值得注意的是，如果我

们填充远离 EP的基态，则纠缠熵给出自由狄拉克费米子 CFT行为。

3.3.3 具有平方根色散的奇异点

当 𝑤2𝑣1 ≠ 𝑤1𝑣2,即 𝑠 ≠ 0, 𝑣1,2, 𝑤1,2 ∈ ℝ,哈密顿量不再是准厄米，导致复的能
谱和 EP周围的非线性色散。例如，如果我们取𝑤1𝑤2+𝑣1𝑣2+𝑢2 = 𝑤2𝑣1+𝑤1𝑣2 > 0，
EP位于 𝑘𝐸𝑃 = −𝜋，在其周围色散是复数 𝜀𝑘 ≈ √𝑖(𝑤1𝑣2 −𝑤2𝑣1)√𝑘。波函数是
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|𝜓𝑅⟩𝑘,± = (
√−(𝑣1−𝑤1)(𝑣2−𝑤2)

𝑣2−𝑤2
1

) + (
±√𝑖(𝑤1𝑣2−𝑤2𝑣1)𝑣2−𝑤2

0
)√𝛿𝜅 + 𝑂 (𝛿𝑘)

|𝜓𝐿⟩𝑘,± = (
√−(𝑣1−𝑤1)(𝑣2−𝑤2)

𝑣1−𝑤1
1

) + (
±√−𝑖(𝑤1𝑣2−𝑤2𝑣1)𝑣1−𝑤1

0
)√𝛿𝜅 + 𝑂 (𝛿𝑘)

(3-28)

范数 ⟨�̃�𝐿 ∣ �̃�𝑅⟩𝑘,± = ∓ √𝑖(𝑤1𝑣2−𝑤2𝑣1)
√−(𝑣1−𝑤1)(𝑣2−𝑤2)

√𝛿𝜅 + 𝑂 (𝛿𝑘)以 √𝛿𝜅的方式趋近于零。
在这种情况下，填充的费米海将没有共形对称性。然而，随着动量偏移 𝛿𝜅或复能
隙

𝛥 = √𝑖(𝑤1𝑣2 −𝑤2𝑣1)√𝛿𝜅, (3-29)

移动，费米点周围的色散近似线性 Re[𝜖𝑘], Im[𝜖𝑘] ∝ (1/2√𝛿𝜅)𝑘，保留近似共形对
称性。关联矩阵 𝒞𝐴𝐴 = 𝒞𝐵𝐵 = 1/2 与 𝛿𝜅 无关，表明每个格点的占用概率均等，
而 𝒞𝐴𝐵 发散为 1/√𝛿𝜅 并且 𝒞𝐵𝐴 随着 √𝛿𝜅 接近 0。由此，|𝒞0block| = 0 不再传达
有关纠缠模式的信息，因为它始终等于零。关联矩阵的非平凡特征值也与 𝐶𝛼 =
1 − 𝐶𝛽 成对出现，但它们都是复的并且依赖于 𝐿和 𝛿𝜅。纠缠熵具有对数形式 𝑆 =
𝛾𝑐(𝛿𝜅, 𝐿) ln [sin (𝜋𝑙/𝐿)] + const。, 𝛾𝑐(𝛿𝜅, 𝐿) ∈ ℂ，如图 3-5所示。由于纠缠性质不
依赖于化学势，我们可以取 𝑢 = 0。如果 𝜆1 = 𝑤1/𝑣1和 𝜆2 = 𝑤2/𝑣2保持不变，关
联函数保持不变。为了进一步减少参数的数量，我们可以将 EP设置为 𝑘EP = −𝜋，
这允许我们仅使用单个参数调整模型的非厄米性和纠缠性。

当 𝑢 = 0时，如果 𝑤1 变化，而其他参数保持不变，则 SEP将消失并出现实
或虚能隙，其中 𝑤1 = 𝑣1，𝑤2 > 𝑣2。这类似于一个临界点，将系统分为具有不同
拓扑结构的相（在 k空间中围绕 2个 EP的涡度不同）[259]。然而，在这种参数选择

下，临界点不涉及任何对称性破缺或传统的拓扑量子相变 [260]。它可能类似于某种

一级相变，这是 𝒫𝒯-破缺系统中常见的现象 [261]，其中 SEP通常标记着一级相变。
(a) (b)

图 3-5 (a) PBC中选择 𝑤1 = 1, 𝑣1 = 1,𝑤2 = 0.3, 𝑣2 = 0.7的纠缠熵标度。Eq.3-18的拟合
揭示了 𝑐 = 5.5 + 17.0𝑖（蓝色）、𝑐 = 20.7 + 53.9𝑖（绿色）和 𝑐 = 68.8 + 170.1𝑖（红色）总
大小 𝐿 = 80。
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该漂移的复对数标度缩放的纠缠熵类似于具有复中心荷的复共形场论

（cCFTs），这些理论只具有近似的共形对称性，并被认为与一阶弱相变有关。先
前的研究已在各种经典统计模型和强相关或失序场论中揭示了这种现象 [262-265]。

在自由费米子模型中，似乎无法实现这种现象。

然而，这种看似非相互作用的非厄米哈密顿量可以写成 𝐻eff(𝑘) = 𝐻0(𝑘) +
𝛴(𝜔, 𝑘)的形式，其中 𝐻0(𝑘)是真正的非相互作用厄米部分，𝛴(𝜔, 𝑘)是某些类型的
相互作用或失序导致的自能，其虚部表示准粒子的寿命。这使得非厄米哈密顿量

成为单粒子格林函数意义下的强相互作用或无序模型的有效模型 [70,266]。

(a) (b) (c)

(d)

图 3-6 (a)拟合中心荷与 𝐿的关系，𝛿𝜅 = 10−8且 𝑟ℎ = 106（即无穷远处不动点）。(b)拟
合中心荷与 𝛿𝜅的关系，其中 𝐿 = 80且 𝑟ℎ = 106（即无穷远处不动点）。(c)取 𝐿 = 80和
𝛿𝜅 = 10−8时，在 𝑟ℎ = 0附近拟合中心荷与 𝑟ℎ的关系；内部面板：当 𝑟ℎ非常接近 0时（从
10−5到 10−3），𝑐对比 𝑟ℎ的曲线。值得注意的是，计算结果显示，当 𝑟ℎ = 10−5时，𝑐已经
几乎等于 1，当然这个截断值取决于格点数和动量偏移大小。(d)在 𝐿 = 80和 𝛿𝜅 = 10−8
下，纠缠熵从复数到 1（自由费米子）的过渡，从左到右分别对应 𝑟ℎ = 0.01, 0.1, 0.2, 0.4。

为了研究漂移的复纠缠熵，我们提出以下场论模型：

𝐻nH ∼ ∫𝑑𝑥{𝑖�̄�(𝑥)𝛾𝑥∂𝑥𝛹(𝑥) − 𝑚�̄�(𝑥)𝑖𝛾5𝛹(𝑥)
−𝑖𝑟ℎ [1 + (−1)𝑥] [𝜓†(𝑥)𝜓(𝑥) − 𝜓†(𝑥)∂𝑥𝜓(𝑥)]},

(3-30)

其中 �̄�(𝑥) 和 𝛹(𝑥) 表示具有质量 𝑚 的狄拉克费米子，而最后一项是非厄米的，
由由手性费米子 𝜓†(𝑥) 和 𝜓(𝑥) 组成。手性费米子的非厄米晶格实现可以在参考
文献 [267]中找到。其离散形式等效于通过设置 𝑤2 = 𝑤1 = 1，𝑣1 = 1 + 𝑚 和
𝑣2 = 1 + 𝑚 − 𝑟ℎ 来得到的非厄米晶格模型。因此，基于能谱特性，可以得到如
图3-7所示的相图。
该模型中的第一项表示质量为零的狄拉克费米子场，第二项表示具有晶格极

化的质量项，这是引入系统能隙的主要相关项。最后一项是手征扰动项，明确破

坏了 𝒫𝒯-对称性（𝒫或 𝒯）。人们认为手征扰动项会将系统驱向一个非临界的无能
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隙相，这已经在几个模型 [268-271]中被证明。然而，使用场论方法直接处理非厄米

情况下的手征扰动项是具有挑战性的。相反，我们可以通过执行对符合 CFT中的
c定理的拓扑阶段转变数的数值计算来估计耦合系数 𝑟ℎ 的重整化群（RG）流。在
紫外范围内，即系统很小的范围内，中心荷严重依赖于系统尺寸 𝐿。
为了捕捉主要物理过程，我们把注意力主要放在 𝑟ℎ 正轴和稳定不动点上。我

们首先关注 𝑚 = 0的奇异线。如图3-6所示，在 𝑟ℎ = 0附近，量子纠缠熵表现出
从复中心荷缩放到 𝑐 = 1缩放的过渡行为。在 𝑟ℎ = 2处，这对应某个“三重临界
点”。如图3-7所示，量子纠缠熵表现出四分化的现象。可以通过分析波函数来证明
这一现象。具体而言，在开边界条件下，当 𝑟ℎ = 2时，该模型无法通过相似变换
转化为厄米链 [63-64]。但是，需要注意的是，当 𝐿/2 + 1是奇数时，波函数形式为
∼ 𝛽𝑛(1,2)，其中 𝛽(1,2) = 𝑖；当 𝐿/2+1是偶数时，波函数形式为 ∼ 𝛽(1,2) = 1,−1。因
此，当我们对计算纠缠熵时，自然会出现波函数形式的为 4的周期。
如图3-7(h)所示，随着 𝑟ℎ 的增加到较大值，中心荷的流动非常缓慢。根据共

形场论（CFT）的 𝑐定理，它指出：

∂
∂𝑟ℎ

𝑐(𝜆) = − 𝑑𝑟ℎ
𝑑 ln 𝐿 (3-31)

其中 𝑐(𝜆)是中心荷，𝐿是系统大小，在无穷强耦合 𝑟ℎ → ∞处，存在一个不动点，
即中心荷达到特定值 𝑐 = 𝑐∗。然而，即使在非常大的 𝑟ℎ 处，中心荷对手动截断大
小和系统尺度的依赖性仍然可以观察到。值得注意的是，动量偏移在理论中有双

重作用。首先，它作为红外截断，类似于系统大小 𝐿。其次，它被纳入理论中作为
质量项，如公式(3-29)所示。正如图3-8所示，我们人为地操纵由 𝛿𝜅引起的能隙，使
其纯实或纯虚，这使得得到的纠缠熵明显不同于图3-7，这突显了 𝛿𝜅 在理论中扮
演附加能隙角色的作用。

由于模型在理论上和数值上都存在红外发散的性质，因此只有让 𝑟ℎ、𝐿和 𝛿𝜅
趋近于无穷大，且 𝛥 ∼ 𝛿𝜅𝑟ℎ → 0时，我们才能渐近地探测到不动点的基本物理。
然而，不动点物理与 𝐿和 𝛿𝜅之间的关系有关。图3-6表明，𝑐(𝐿, 𝛿𝜅) = 𝑐(∞, 0)依
赖于取极限的顺序。对于 𝐿 ≫ 1/𝛿𝜅 → ∞，𝑐(∞, 𝛿𝜅) → 0，相应地存在不可忽略的
能隙，即符合对称性的破缺。对于 𝐿 ≪ 1/𝛿𝜅 → ∞，𝑐(𝐿, 0) → ∞，即这种情况下
保持了共形对称性。Re𝑐 和 Im𝑐 之间的关系取决于不动点的趋近方式，即 𝑚、𝑟ℎ
和人为的 𝛥的选择。当 𝛥从实轴趋近于 0时，Im𝑐 → 0，当 𝛥从虚轴趋近于 0时，
Re𝑐 = Im𝑐 → ∞。图3-9表明 𝑐-不变曲线位于 𝐿𝛿𝜅-不变曲线和 𝐿𝛿𝜅-不变线之间，暗
示了 𝛿𝜅的两种作用之间的相互作用，即作为尺度截断 ∼ 1/𝐿和能隙 ∼ 1/√𝐿。并
且，可以预测的是，当动量偏移跟系统尺寸以一种 𝐿𝜁𝛿𝜅（1 < 𝜁 < 2）规律保持不
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变时，中心荷不会流动。

再回到中间不稳定的不动点，我们认为它会随着向红外点靠近时而无限接近

于 𝑟ℎ = 𝑟∗ = 1处①，在这个点，OBC下相应的非布洛赫 𝒫 和 𝒯 都被打破，且非
布洛赫能带理论不再适用。从图中显示的 1D链的构型的角度来看，任何 𝑟ℎ 扰动
都将驱动系统流向不同的构型，这意味着不动点 𝑟∗ = 1是排斥的。
我们还可以研究了另外两条奇异线 𝑚 + 2 − 𝑟ℎ = 0和 𝑚 − 𝑟ℎ = 0。根据远处

缓慢变化的中心荷流，我们声称这属于另外两个无穷强耦合的不动点 𝑟⋆和 𝑟▵，它
们分别对应略微不同的链构型，自然它们的中心荷与 𝑟ℎ = ±∞会有细微的差别②。

3.3.4 奇异点与能隙关闭点并存

我们检查了跳跃参数 𝑣1,2, 𝑤1,2 ∈ ℝ并且 𝑎𝑟 = 𝑏𝑟 > 0在前面的部分中，实能量
和虚能量在 EP周围有类似的色散，并且实带仅在 EP处接触。然而，当两种独特类
型的费米点共存时，如果参数被认为是完全虚的，即 𝑎𝑟 = 𝑏𝑟 < 0, 𝑠 ≠ 0，就会出现
一种不常见的情况。在 EP 𝑘𝐸𝑃 = −𝜋附近，色散仍然是 𝜀𝑘,± ∝ ±√𝑘，在 𝑘0 = 0处
存在全虚模，而实能量 Re[𝜖𝑘] ∝ |𝑘|围绕着它。虽然整个能谱的能隙仅在 EP处关
闭，但实能谱能隙可能会在 𝑘0 = 0时关闭。除了上面提到的复数对之外，我们还
发现了关联矩阵 0 < 𝐶𝜁+ = 1− 𝐶𝜁− < 1的其他非平凡实特征值对。它类似于非厄
米手性金属的能带交叉点 [247,278]。虽然总纠缠熵是复数，但从关联矩阵提取的额

外非平凡实特征值对计算的纠缠熵为 𝑆 = 𝛾 ln [sin (𝜋𝑙/𝐿)] + const., 其中 𝛾 ≈ 0.34，
随着 𝐿和 𝛿𝜅的变化，它几乎保持不变。这无疑等同于自由费米子的纠缠熵。

3.4 纠缠谱和准粒子纠缠图像

现在我们从纠缠的角度考虑准粒子的性质。我们添加一个准粒子（来自 𝜀𝑘,+
波段），其矩 𝑘在半填充地面上方状态到系统，同样二分链 𝒮 = 𝒜∪ℬ,𝒜 = ℬ。新的
多体右状态是 |𝑄𝑃𝑆𝑅⟩ = 𝜓†𝑅,𝑘,+|𝐺𝑆𝑅⟩左边的状态是 |𝑄𝑃𝑆𝐿⟩ = 𝜓†𝐿,𝑘,+|𝐺𝑆𝐿⟩,或者以另
一种形式 |𝑄𝑃𝑆𝑅⟩ =

1
√2(𝜓

𝒜†
𝑅,𝑘,+ + 𝜓ℬ†𝑅,𝑘,+)|𝐺𝑆𝑅⟩和 |𝑄𝑃𝑆𝐿⟩ =

1
√2(𝜓

𝒜†
𝐿,𝑘,+ + 𝜓ℬ†𝐿,𝑘,+)|𝐺𝑆𝐿⟩,

其中 𝜓𝒜(ℬ)†𝑅(𝐿),𝑘,+是对的（左）费米子创造算子，它创造了一个准粒子 A(B)区域中的
动量 𝑘。那么 A的关联矩阵是

𝒞Q
𝑖𝑗 = ⟨𝑄𝑃𝑆𝐿|𝑐†𝑖 𝑐𝑗|𝑄𝑃𝑆𝑅⟩𝑖,𝑗∈𝐴

= 1
2 (𝒞𝑖𝑗 + ⟨𝐺𝑆𝐿|𝜓

𝒜
𝐿,𝑘,+𝑐†𝑖 𝑐𝑗𝜓𝒜†𝑅,𝑘,+|𝐺𝑆𝑅⟩𝑖,𝑗∈𝐴

)
(3-32)

① 在负的 𝑟ℎ 轴上也有一个相应的不稳定不动点 𝑟∗′
② 鉴于与𝑚 = 0一定的相似性，𝑚+ 2 − 𝑟ℎ = 0和𝑚− 𝑟ℎ = 0上也可能存在中间不稳定不动点，但这并不
是我们的关注点，故此忽略对其的讨论。
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基态贡献包含在 𝒞Q
𝑖𝑗中的第一项，而准粒子贡献包含在第二项中。对于厄米有

能隙相，关联矩阵产生 0,1的特征值，除非存在贡献 1/2特征值的能拓扑边界模式，
这导致多体纠缠谱的退化为 [279-280]，

𝜆{𝑠𝑛} =∏
𝑛
[12 + 𝑠𝑛 (𝐶

𝑛 − 12)] , 𝑠𝑛 = ±1 [281] .

由于准粒子态的空间不确定性，它们充当了扩展的体态模式，并且在边界模

式不存在时还在关联矩阵谱中贡献 1/2，导致多体纠缠谱的退化 [282]。当存在边界

模式时，它们将与准粒子态混合，从而打破纠缠谱中的简并性。在 PBC中，计算
纠缠熵时有两个切点对应于两个拓扑边界模式，这对应于关联矩阵中的两个能隙

状态和纠缠谱中的四重简并。当准粒子被激发时，纠缠谱呈现出体零模式。两种

边缘模式将通过与扩展体态混合，以类似于物理能谱的方式破坏简并

然而，在非厄米场景中，情况就大不相同了。对于 Sec. 3.3.2中讨论的非普适
情况，纠缠谱似乎并不反映物理边界模式。这是因为它们不一定具有恰好贡献 1/2
的零能量。然而，边界模式仍然会出现在 Re[𝐶𝑛]能谱中。对于具有奇异点的非厄
米无能隙相，关联矩阵的特征谱中存在多个奇异模式，其中包含奇异模式的信息，

如图 3-4所示。他们高度依赖 𝛿𝜅。此外，在 Sec. 3.3.2中讨论的非普适情况下，奇
异模式与非厄米拓扑模式混合，导致对 Im[𝐶𝑛]的 𝛿𝜅的显着依赖如图 3-4(d)所示。
当准粒子在远离 EPs的地方被激发时，纠缠谱呈现出正常的体态零模式。值得注
意的是，该模式对非厄米边界模式（如图 3-12所示）或其他非厄米奇异模式（如
图 3-11和图 3-13)。这意味着正常零模式不会与奇异模式或拓扑边界模式混合。这
表明，尽管具有零能量，但就纠缠谱而言，奇异模式与传统零模式不同。现在我们

尝试探索除奇异模式之外的其他模式的纠缠谱。它是通过消灭（或创建相应的准

孔）奇异模式来实现的。结果，纠缠谱发生了很大的变化。其余的奇异束缚态（非

奇异态，除非采用热力学极限）支配着纠缠谱。虽然这些奇异束缚模式表现出奇

异模式的一些特征，但它们也表现出正常零模式的某些规则金属特性。

奇异束缚模式导致在热力学极限中具有 𝐿的发散关联函数。对于 𝑘线性系统，
关联矩阵与 𝐿 发散为 log 𝐿，并且那些奇异束缚态提供了纠缠熵的对数标度，如
文 [283] 中所示。如图 3-11和图 3-12所示，奇异束缚模式几乎继承了奇异模式的性
质。虽然他们在纠缠谱中引入了一种新的中间能隙态，但它的行为与正常的零模

式有很大不同。所有这些奇异纠缠模式几乎都不是与正常零模式的混合体。这是

因为例外的束缚状态仍然不同。在 𝑘的平方根的情况下，具有奇异点 𝛿𝜅的发散相
关子现在收敛到一个常量 ∼ √1/𝐿，这不会产生奇异束缚态。去除奇异点后，纠缠
熵为正但非对数缩放。纠缠熵曲线类似于非现实 Lifshitz临界的纠缠熵标度，但它
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们的微观机制可能不同。如图 3-13所示，非奇异束缚态不贡献反常模式，而是传
导与正常体模式混合的体模式。

3.5 相关的非厄米自旋-1/2链

在本节中，我们将简要探讨一些量子自旋模型的平行情境，并尝试建立与费

米子模型的联系。首先考虑一个复横向磁场下的普适 1/2自旋伊辛链：

�̂� = −
𝐿−1

∑
𝑖=1
𝐽𝜎𝑥𝑖 𝜎𝑥𝑖+1 − ℎ

𝐿

∑
𝑖=1
(�̂�𝑧𝑖 + 𝕀) (3-33)

其中 𝐽是耦合常数。奇偶算符定义为 𝒫 = −iℛ2 = e
i𝜋
2 (𝑆

𝑧−I) = ∏𝑁𝑖=1 𝜎𝑧𝑖，它改变了
𝜎𝑥𝑖 , 𝜎

𝑦
𝑖 的符号，其中旋转算符 ℛ𝑧 = e

i𝜋
4 𝑆

𝑁𝑧 = ∏𝑁𝑖=1
1
√2
(𝕀 + i𝜎𝑧) 𝑖在 𝑥𝑦−平面中逆时

针旋转每个位置上的自旋 𝜋/2，而 𝑆𝑁𝑧 = ∑
𝑁
𝑖=1 𝜎𝑧𝑖 表示总自旋。时间反演算符 𝒯是

通常的复共轭，它改变了 𝜎𝑦𝑖 的符号和复参数的虚部的符号。
当 ℎ ∈ ℝ时，它是一个横向场伊辛模型（TFIM），可以通过 Jordan-Wigner变

换映射到一个费米模型上，其中周期性边界条件为 𝜎𝑥1 = 𝜎𝑥𝐿+1。

𝐻 = 𝐽
𝐿−1

∑
𝑖=1
(�̂�†𝑖 𝑐𝑖+1 + 𝑐†𝑖 𝑐†𝑖+1 + H.c.) − 2𝑖ℎ

𝐿

∑
𝑖=1
(1 − 𝑐†𝑖 𝑐𝑖)

+ (−1)𝑛𝐹𝐽 (𝑐†𝐿𝑐1 + 𝑐†𝐿𝑐†1 + H.c. )

(3-34)

其中 (−1)𝑛𝐹 = (−1)∑
𝐿
𝑖=1 𝑐

†
𝑖 𝑐𝑖表示费米子数奇偶性算符，注意它是守恒量，我们可以

将其设为偶数，对应费米链的反周期性边界条件（APBC）。Bogoliubov-de-Gennes
（BdG）哈密顿量为

𝐻 = ∑
𝑘>0

( 𝑐†𝑘 𝑐−𝑘 ) ℎ(𝑘) ( 𝑐𝑘 𝑐†−𝑘 )
𝑇
− ℎ𝐿𝕀 (3-35)

其中，

ℎ(𝑘) = (
𝜖𝑘 2𝑖𝐽 sin 𝑘

−2𝑖𝐽 sin 𝑘 −𝜖𝑘
) (3-36)

其中 𝜖𝑘 = 𝑖ℎ + 2𝐽 cos 𝑘。能谱为

𝜀𝑘 = ±2𝐽√1 + (ℎ/𝐽)
2 + 2(ℎ/𝐽) cos 𝑘. (3-37)

其临界点对应于 𝑐 = 1/2的共形场论，也称为伊辛临界点，其中色散在能隙关闭
点 𝑘0 = −𝜋附近线性。
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当外部磁场是纯虚数时，哈密顿量保留 ℛ𝑥𝒯-对称性但不保留 𝒫𝒯-对称性。
Jordan-Wigner变换仍然有效，它还保留奇偶对称性。费米子的奇偶性仍然可以被
确定。此时的色散关系为

𝜀𝑘 = ±2𝐽𝑥√1 − (|ℎ|/𝐽)
2 + 2𝑖|ℎ|/𝐽 cos 𝑘, (3-38)

它与公式 (3-10)具有某些相似性。要使能隙消失，即出现奇异点 (SEP)，必须满足
|ℎ| = 𝐽，而 EPs在 𝑘𝐸𝑃 = ±𝜋/2处。在 SEP附近，色散关系呈 𝑘的平方根形式。如
果我们取一个一般的复外部磁场，ℎ = ℎre + 𝑖ℎim，其中 ℎre, ℎim ∈ ℝ，则 EP的存在
需要满足 ℎ2re + ℎ2im = 𝐽2，|ℎre|, |ℎim| < 𝐽，而 EPs在 𝑘𝐸𝑃 = ± arccos(−ℎre/𝐽)处。当
ℎre = 𝐽时，对应于 Ising临界点。复横场的引入在哈密顿量层面就打破了 𝒫𝒯-对称
性，而该奇异线分割了虚数能隙相（实谱无能隙，中心荷 𝑐 = 1，这可以通过纠缠
熵得出），和一个有实能隙的相。

给定模型的基态“物理”上被构造为填充负能带（实部为负）的能级。然而，

奇异点的存在可能导致发散，依旧可以通过在动量上引入截断来缓解这种情况。在

BdG哈密顿量的情况下，可以使用与前面章节类似的方法计算基态的多体纠缠熵。
然而，应该注意到熵应该减半，因为 BdG哈密顿量人为地将自由度加倍。因此，真
正的中心荷应该是相应费米子模型的一半。结果得到的纠缠熵具有复的中心荷和

系统尺寸漂移的对数尺度缩放。

在 TFIM上添加一个 𝑥方向的虚磁场，得到的哈密顿量为

𝐻YL = −
𝑁

∑
𝑗=1
(ℎ𝜎𝑧𝑗 + 𝐽𝜎𝑥𝑗 𝜎𝑥𝑗+1 + i𝜅𝜎𝑥𝑗 ) , (3-39)

其中 ℎ, 𝐽, 𝜅 > 0。这个著名的模型是 Yang-Lee边缘奇点的格点化版本 [284-285]，具

有 𝒫𝒯-对称性。在 𝒫𝒯-对称性自发破缺点处出现了奇异点（EPs），将实谱和分叉
的复谱分开，导致一个相变线。这条相变线连接着 Ising临界点和单比特 𝒫𝒯-对称
性自发破缺点，上面每个点都对应一个 EP。但与上述模型不同，在热力学极限下，
转变线是稳定的，其有效场理论与某个非幺正极小模 CFTℳ5,2相关联，其中心荷

为 𝑐 = −22/5。这个模型在费米子表示中高度非局域。可以通过精确对角化方法
研究系统的纠缠性质，这在 Gehlen的研究中已经进行了讨论 [284-285]。结果得到的

纠缠熵导致一个正的有效中心荷 𝑐eff = 𝑐 − 24𝛥min = 2/5，其中 𝛥min = −1/5，尽
管是非幺正的。一般而言，非幺正极小模ℳ𝑝,𝑞 有一个有效中心荷 𝑐eff = 1− 6/𝑝𝑞，
其中 𝑝和 𝑞互质。由于 𝑝 > 𝑞 ⩾ 2，𝑐eff ⩾ 0。因此，这些模型总是显示出非负的纠
缠熵 [248]。
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为了深入了解虚数磁场的行为，考虑哈密顿量

𝐻𝑠 = 𝜎𝑥 + exp 𝑖𝜙𝜎𝑧, 𝜙 ∈ [0, 𝜋/2], (3-40)

其中 𝜎𝑥 代表一个指向 x方向的自旋（某种程度上，选定的铁磁方向），扰动项 𝜎𝑧

试图翻转自旋。当 𝜙 = 0时，系统处于中间的不动点，对应于 xz平面中 x轴对齐
状态和 z轴对齐状态（某种程度上，顺磁方向）之间的转换。当 𝜙 = 𝜋/2时，哈密
顿量位于一个奇异点，只存在一个本征态，对应于系统总是处于 y轴对齐状态，不
管能量如何。在伊辛临界点附近，𝜙 = 0和对称的 𝜙 = 𝜋（简并态）可以看作单个
自旋的经典图像。而是异常简并的 𝜙 = 𝜋/2态则是真正的(3-39)在取 ℎ = 𝜅, 𝐽 = 0
时的自旋图像。当体系从 Ising临界点附近（𝜙 = 0，𝜙 = 𝜋）沿着 𝒫𝒯-对称性自发
破缺线向 𝜙 = 𝜋/2移动时，简并的态会立马融合成一个态，并且这个态是 𝒫𝒯-对
称的。

另一方面，考虑

𝐻𝑑 = 𝜎𝑥𝜎𝑥 + exp 𝑖𝛷(𝜎𝑧𝕀 + 𝕀𝜎𝑧)/2, 𝛷 ∈ [0, 𝜋/2]. (3-41)

在 xz 平面中，同样的，𝛷 = 0, 𝜋 点对应于伊辛临界点附近的简并基态的经典图
像，而 𝛷 = 𝜋/2点对应于一种异常简并的 z轴对齐状态，如公式(3-40)所示。在公
式(3-41)中，0 < 𝛷 < 𝜋/2的区间可以模拟(3-33)的奇异线。当 𝛷沿着这条线跑动
时，同样的，简并的态会和融合成一个。自旋指向逐渐被拉向与 z轴对齐。这里不
同的是，𝒫𝒯-对称性很显然的破缺了，因为在这里的 𝒫𝒯-算符实际上对应于 𝑧轴的
翻转。

这里提到的另一个模型是受虚边界磁场影响的可积 XY模型 [286]，

𝐻𝑔 =
1
2

𝑁

∑
𝑗=1
[𝜎𝑥𝑗 𝜎𝑥𝑗+1 + 𝜎

𝑦
𝑗 𝜎

𝑦
𝑗+1] +

𝑖𝑔
2 (𝜎

𝑧
1 − 𝜎𝑧𝑁+1), (3-42)

它与我们在 Sec. 3.3.2中研究的情况有些相似，但此处的 𝜆 = 1（见 Eq.(3-12)）。需
要注意的是，这里的奇偶算符改变每个 𝜎𝑥𝑗 , 𝜎

𝑦
𝑗 的符号，并将 𝜎𝑧1 映射到 𝜎𝑧𝑁+1，反之

亦然。因此，哈密顿量也是 𝒫𝒯-不变的。由于边界项的存在，转化后的费米模型具
有长程跳跃。临界点发生在 𝑔𝑐 = 1，其有效场论是具有 𝑐 = −2的非幺正 CFT。
因此，对于具有自发 𝒫𝒯-对称性破缺相关的奇异点的非厄米自旋链模型，这

些系统的量子临界性通常由一个具有负中心荷的非幺正共形场论描述。而那些明

确破坏 𝒫𝒯-对称性的 EP，则从纠缠熵的复中心荷得到适合的复中心荷，揭示了近
似共形对称性的可能性。这与非厄米二次费米模型的结果是相容的。
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3.6 总结与讨论

本文研究了具有奇异点（EPs）的非厄米非相互作用费米模型的纠缠性质。非
厄米系统的双正交基态是通过将实谱填充至半满并在动量空间留下最小截断生成

的。我们发现，例外状态对纠缠测量有显著影响。

当在 SEPs 周围的色散是 𝑘-线性时，纠缠熵的尺度缩放行为表明系统的低能
理论可以用一个具有中心荷 𝑐 = −2的非幺正共形场论（CFT）来表征。另一方面，
当在 SEPs 周围的色散是 𝑘-平方根时，纠缠熵的复对数尺度缩放行为支持存在潜
在的 cCFTs，尽管没有明显的对称性破缺或拓扑转变发生。当人为地去除 SEPs时，
所有这些奇怪现象都会消失，这表明 SEPs对纠缠的重要性。此外，奇异模与纠缠
谱的观测有所不同。非厄米自旋模型中也观察到类似的规律。

最后，值得注意的是这些发现在高维系统中的潜在影响。在二维系统中，存在

具有 EPs的非厄米（半）金属，可以通过向Weyl半金属添加非厄米扰动构造 [28]。

”费米面”可以是线状的（奇异线）或点状的（Weyl节点变形为两个 EP），预计对
纠缠熵的贡献分别为 𝛼𝑂(𝐿 ln 𝐿)和 𝛽𝑂(𝐿) + 𝛾𝑂(ln 𝐿)，其中 𝛼，𝛽和 𝛾是大小和截
断相关的复系数，根据单个一维 EP的贡献。在三维中，将出现”费米-塞费尔特”
面，在打结的非厄米金属中，包含具有不同拓扑的二维奇异物体 [28,210-211,287]。这

些物体的纠缠特性尚未得到研究，因此在这个领域的进一步研究是必要的。

我们预测具有 SEPs 的非厄米系统可能表现出与其厄米对应物不同的量子临
界性和普适性。鉴于相关物理量的可检测性 [199,260,288]，对这些现象的实验观察值

得进一步探究。
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Ⅱ

Ⅲ

Ⅰ

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

(f)

(g)

(h)

图 3-7 如图所示，模型(3-30)的“相图”，相 I为实能隙相，相 II和相 III为虚能隙项，但
能隙打开的位置不同。𝑚 = 0,𝑚 = 𝑟ℎ,𝑚 + 2 = 𝑟ℎ 为三个奇异线（其上每一个点都为奇异
点），线上的流用箭头标出，其中双箭头表示很强的流，而单箭头表示弱流。可能的不动点

已经用粗的黑点标出，该不动点对应的链的构型以及相应的纠缠熵（计算都是取 𝐿 = 80
和 𝛿𝜅 = 10−8）已在旁边标出。其中 (a)为 𝑟ℎ = +∞处链的构型，淡蓝色跳跃键表示该键
远大于其他黑色键，相应的纠缠熵在其上方（计算取 𝑟ℎ = 105）(b)𝑟ℎ = 2处链的构型，蓝
色反向箭头表示该处跳跃系数是负的，且振幅相同。四种不同颜色的波浪线表示波函数实

际上是包含一个 𝑖𝑛 的因子。相应的纠缠熵结果在其上方。𝑟ℎ = 2这一点的纠缠熵实际上
是发散的，我们只能无限接近于它（我们取了 𝑟ℎ = 2 − 10−16 来计算），可以看到明显的
4-周期规律。(c)某个中间不动点 𝑟∗的构型，该处中心荷取极大值。(d)与 (b)成对照的自
由费米子的构型荷波函数，当然其也是模型的特殊的唯一厄米不动点。(e)𝑟ℎ = −∞处链的
构型，淡绿色跳跃键表示该键远大于其他黑色键但该系数是负数，因此用了相反的箭头，

以及相应的纠缠熵在其上方（计算取 𝑟ℎ = −105）(f)(g)另外两个无穷远处的不动点 𝑟⋆和
𝑟▵的链构型，它们分别位于𝑚+2 = 𝑟ℎ和𝑚 = 𝑟ℎ的无穷远处。它们的差别在于，跟无穷
大的跳跃键互易的（下方）的键符号不一样，相反方向的为负。以及它们的纠缠熵（分别

在上方和下方）。可以看到，𝑟∗ 处及其它无穷远处不动点的 1D链的构型与 1D中的退禁
闭量子相变点（DQCP）具有某种相似性 [268-269,272-277]，我们认为它仍然具有近似的共形对

称性。(h)中心荷在 𝑟ℎ轴上的流动，实际上，计算结果显示，当 |𝑟ℎ| > 103时，中心荷的
变化已经不超过 10−8。中心面板：−2 < 𝑟ℎ < 2时 𝑐的流动，0附近的行为可见图3-6(c)，
其中在 𝑟ℎ = 1.2和 𝑟ℎ = −0.6附近，|𝑐|取极大值，这对应于某个排斥性的不动点。当然，
计算得到的点跟 𝐿和 𝛿𝜅的选取有关。
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(a) (b)

图 3-8 当人为的将微小能隙变成 (a)纯虚 (b)纯实的时，纠缠熵在 𝑟ℎ → ∞的尺度标度缩
放规律图像。其中能隙的大小约为 10−4，格点数为 80且动量偏移 𝛿𝜅固定为 10−8。

(a) (b)

图 3-9 在 𝑟ℎ → ∞不动点处，保持 𝐿𝛿𝜅-不变和 𝐿2𝛿𝜅-不变的中心荷 (a)实部 (b)虚部随系
统大小漂移的曲线。其中虚线表示中心荷不随尺寸大小漂移的直线，应该对应于 𝐿𝜁𝛿𝜅-不
变，其中 1 < 𝜁 < 2。

(a) (b)

(c)

(i)

(ii)

(i) (ii)

图 3-10 (a) EP的能谱与实能谱的能带交叉点 (LCP)共存，(b) (i) LCP附近的实能谱和 (ii)
EP附近的能谱，实线代表实部，虚线代表虚部，(c) (i)特征谱的实部 (a)中的关联矩阵与
导电状态和外部奇异模式和 (ii)关联矩阵的特征谱的实部 (a)具有外部奇异模式。
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(a) (b)

(c) (d)

图 3-11 PBC中 𝑐 = −2个案例关联矩阵的特征谱 (a)具有奇异模式；(b)具有奇异模式和
类似于正常零模式的正常准粒子 (QP)；(c)没有 EP但有 QP，奇异束缚态与正常零模式几
乎没有杂交；(d)没有 EP，它的行为几乎是具有零模式和奇异束缚模式的普通金属。

(a) (b)

(c) (d)

图 3-12 Sec. 3.3.3 (a)中非普适情况的关联矩阵的特征谱具有奇异模，从实部看它类似于
拓扑相；(b)对于奇异模式和正常准粒子 (QP)，有三个中间缺口状态的实部；(c)没有 EP
但有 QP，奇异束缚模式与正常零模式和拓扑边界模式几乎没有杂交；(d)在没有 EP的情
况下，实部有三个中间能隙状态对应于奇异束缚模式和两个拓扑边界模式，虚部有两个点

对应于两个拓扑边界模式。

74



第 3章 非厄米费米子模型中的奇异纠缠

(a)

(b)

(c) (d)

图 3-13 Sec. 3.3.3案例关联矩阵的特征谱在 PBC (a)中采用奇异模式；(b)对于奇异模式
和正常准粒子 (QP)，存在中间能隙态；(c)没有 EP但有 QP，非奇异束缚态显示与正常零
模式杂交；(d)在没有 EP的情况下，由于非奇异束缚态，存在体零模式和多个（准）导电
模式。
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图 3-14 非厄米自旋链模型的经典物理图像，蓝色矢量表示在 Ising临界点时，单个经典
自旋的指向；绿色矢量表示在 𝛷 = 𝜋/2, 𝑐∗ 点的单个经典自旋的指向，可以认为这对应于
一种异常简并的态；橙色矢量，𝜙 = 𝜋/2对应杨李模型的自旋指向（单比特实际物理图
像）。蓝色虚线上可能的点对应 ℎ2re + ℎ2im = 𝐽2上的奇异点。橙色虚线上的可能的点则对应
式(3-39)中 𝒫𝒯破缺线上的奇异点。
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第 4章 开放一维费米子液体熵的含时演化

本文研究了一类一维费米子系统，该系统牺牲了量子系统的厄米性，从而出现

了一些有趣的现象，这些现象可以通过开放量子系统来模拟和研究。与封闭系统

相比，开放量子系统在含时演化中表现出截然不同的非平凡特性。我们的研究重

点关注带有相邻晶格关联的粒子损失的一维费米系统的动力学特性。系统的短时

间行为由非厄米有效哈密顿量描述，而长时间行为由林德布拉德主方程控制。我

们发现随着时间演化，系统的冯·诺依曼熵具有基于刘维尔谱的普适行为。当引

入量子跃迁时，熵在短时间内迅速增加，这主要由于热化效应引起。刘维尔能隙

的开合情况主要影响熵在长时间尺度下的衰减行为。有效哈密顿量中的相邻格点

量子跃迁算符引起的非对称且非互易跃迁项导致准粒子在动量空间中的左右非对

称性。这也会在时间演化早期引入不依赖于相互作用强度的动量空间纠缠，即使

在有相互作用的体系中也能观察到这一现象。我们的研究揭示了在非厄米趋肤效

应中普遍存在的非厄米性在全时间段的行为和命运，即使是在有相互作用的体系

中也同样存在。这将有助于我们更深入地理解非厄米多体系统的特性。

4.1 简介

开放量子系统和非厄米物理已成为越来越受研究关注的主题。近年来，在这一

领域中已经有许多重要的理论 [59,64,199,289-297]和实验 [20,89,298-305]的发现。特别是在

凝聚态物理领域，已经有很多研究专注于非厄米皮肤效应 [23,26,32,82,306-310]，非厄米

量子相的对称性和拓扑性 [23-40]，非厄米系统的量子相变和量子临界性 [260,311-316]以

及非厄米系统中的奇异点 [27-28,309,317-319]。然而，大多数这类研究都基于非厄米能

带理论和短时动力学 [294,301,320-324]，这些理论源于单粒子非厄米哈密顿量。虽然在

很多情况下，有效的非厄米哈密顿量可以描述一部分的效应，但由于其局限性，它

无法捕捉开放系统的长时间特征。因此，有必要研究考虑长时间动力学的多体非厄

米问题。一般而言，开放系统有效哈密顿量的非厄米性主要源于系统与其环境之间

的耦合。它可以包含由于相互作用而导致的单粒子格林函数的自能，或者等效地可

以通过与马尔可夫环境的耦合引起，而忽略量子跃迁或通过后选取而引起 [70,266]。

作为短时有效描述的补充，完整的动力学由所谓的 Lindblad主方程控制 [98,325]，

�̇� = ℒ[𝜌] ∶= −i[𝐻0, 𝜌] +∑
𝑖
(𝐿𝑖𝜌𝐿†𝑖 −

1
2 {𝐿

†
𝑖 𝐿𝑖 , 𝜌}) (4-1)
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其中 𝜌是系统的密度矩阵，𝐿𝑖 是源自系统和环境之间耦合的跃迁算符。通过忽略
𝐿𝑖𝜌𝐿†𝑖 项，有效的非厄米哈密顿量可以表示为𝐻eff = 𝐻0−

𝑖
2 ∑𝑖 𝐿

†
𝑖 𝐿𝑖。量子信息领域

的最新进展提供了一些新的工具来研究量子多体系统，其中最强大的是冯·诺依曼

熵（纠缠熵），它在检测系统的普适性质方面得到了广泛应用，在各种领域中都有应

用 [113,244,326]。在零温带隙量子系统中，纠缠熵遵循面积定律 [113,115,327]。对于临界

系统，纠缠熵具有对数尺度行为 [113,124,243]。在时间演化下，冯·诺依曼熵还可以跟

踪各种系统中的普适动力学性质，包括幺正 [328-333]或非幺正量子淬火 [334-335]，以及

一般的耗散系统 [336-339]、一般的随机动力学 [340-348]、时间周期驱动系统 [349-352]或

非平衡系统 [6,346,353-354]。

本文研究了一种广义二聚化模型，其与环境的耦合由耗散性量子跃迁项描述。

我们观察到有效哈密顿量在本征谱方面与 Liouvillian包含特定信息。通过计算含
时关联函数，我们证明了系统的长期行为与有效非厄米哈密顿量密切相关，尽管

它不受其支配。利用含时关联矩阵方法，我们获得了时间相关熵，在时间演化中显

示了一些普适特征。我们表明，当量子跃迁被加入时，系统的熵在短时间内激增，

表明它很快达到热平衡状态。然后，熵逐渐下降，这体现了量子耗散效应。衰减行

为不取决于有效哈密顿量是否带隙，而主要取决于系统的 Liouvillian谱是否带隙。
接下来，我们将注意力转向动量空间，并观察到左右移动者的动态存在不对称性，

这是对非厄米趋肤效应（NHSE）动量空间的重现。此外，我们还提供了一种通过
玻色化方法分析的具有相互作用的系统的详细讨论。我们发现，存在一种相互作

用独立的动量空间纠缠状态，它起源于左右不对称性。总体而言，我们相信我们

的工作可作为未来研究开放量子系统和动态非厄米系统中的多体问题的指导。

4.2 模型选取

我们考虑具有跳跃参数 𝑖𝑤和 𝑖𝑣的二聚链，其中 𝑤, 𝑣是实数，经历由 𝐿𝑛,𝐴 =
√𝛾𝐴(𝑐𝑛,𝐴 − 𝑐𝑛,𝐵)和 𝐿𝑛,𝐵 = √𝛾𝐵(𝑐𝑛,𝐵 − 𝑐𝑛+1,𝐴)，如图 4-1所示。为简单起见，我们只
考虑 𝑤 = (1 − 𝜂), 𝑣 = 𝜂, 𝛾𝐴 = (1 − 2𝜆)(1 − 𝜂)和 𝛾𝐵 = (1 − 2𝜆)𝜂 0 < 𝜆, 𝜂 < 1。因
此，Liouvillian被写为

ℒ𝜌 = −i[𝐻eff, 𝜌]nH + 𝛾𝐴 ∑𝑛(𝑐𝑛,𝐴 − 𝑐𝑛,𝐵)𝜌(𝑐†𝑛,𝐴 − 𝑐†𝑛,𝐵)
+𝛾𝐵 ∑𝑛(𝑐𝑛+1,𝐴 − 𝑐𝑛,𝐵)𝜌(𝑐†𝑛+1,𝐴 − 𝑐†𝑛,𝐵)

(4-2)

,其中 𝜌表示系统的（多体）密度矩阵 ①和 𝛾 = 𝛾𝐴 + 𝛾𝐵。非厄尔米特换向器

−i[𝐻eff, 𝜌]nH = −𝑖 (𝐻eff 𝜌 − 𝜌𝐻†eff ) .

① 在具有粒子损失的开放系统中，随时间变化的单粒子密度矩阵不为 1，因为粒子数不守恒。然而，多体密
度矩阵被限制为跟踪 1.
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有效哈密顿量由下式给出

𝐻eff = 𝐻hop + 𝐻on-site, (4-3)

其中 𝐻hop = ∑
𝑁−1
𝑛=1(𝑖𝑡2𝑐†𝑛+1,𝐴𝑐𝑛,𝐵 + 𝑖𝑡′2𝑐†𝑛,𝐵𝑐𝑛+1,𝐴) + ∑

𝑁
𝑛=1(𝑡1𝑐†𝑛,𝐵𝑐𝑛,𝐴 + 𝑖𝑡′1𝑐†𝑛,𝐴𝑐𝑛,𝐵)是

非互易跳跃部分，𝐻on-site = 𝑖𝜇 ∑
𝑁
𝑛=1(𝑐†𝑛,𝐴𝑐𝑛,𝐴 + 𝑐†𝑛,𝐵𝑐𝑛,𝐵)是具有虚化学势的现场部

分。和参数由 𝑡1 = (1 − 𝜂)(1 − 𝜆), 𝑡2 = 𝜂(1 − 𝜆)给出；𝑡′1 = 𝜆(1 − 𝜂), 𝑡′2 = −𝜆𝜂;
𝜇 = (2𝜆 − 1)/2。
有效哈密顿量(4-3)提供了系统的准稳态和短时间演化的信息，而 Liovil-

lian(4-2)决定了该系统的长时间动力学。由于它的二次形式，可以通过所谓的第
三量子化 [355]对 ℒ进行对角化，得到 Liovillian的频谱表示为 ℒ = ∑𝜈 𝜆𝜈�̄�𝜈†𝜂𝜈，其
中 �̄�𝜈†，𝜂𝜈是费米算符，𝜆𝜈表示 𝜂𝜈的费米真空以上的激发的本征值。Liovillian超
算符作用于（多体）密度矩阵，因此它的完整频谱是从单粒子本征值 𝜆𝜈 生成的多
体版本的本征谱。

对于一个非相互作用的系统，所有信息都被编码在两点关联函数中，定义为

𝒞𝑖𝑗(𝑡) = Tr [𝑐†𝑖 𝑐𝑗𝜌(𝑡)] (4-4)

其中 𝑖，𝑗是晶格点的指标。关联函数的时间演化由 �̇�𝑖𝑗(𝑡) = Tr [𝑐†𝑖 𝑐𝑗�̇�(𝑡)]决定。结
合林德布拉德主方程 (4-1)，含时关联函数的矩阵形式可以由 [? ] 得到

𝒞(𝑡) = 𝑒𝑖𝒟𝑡𝒞(0)𝑒−𝑖𝒟𝑡 (4-5)

其中 𝒟 = 𝐻𝑇0 + 𝑖 ∑𝑖 𝐿†𝑙 𝐿𝑙/2被称为阻尼算符。我们可以很容易地看出阻尼算符的谱
与有效哈密顿量 (4-3)的谱之间的关系。阻尼算符的本征值 𝜆𝒟 与 Liouvillian谱 𝜆𝑣
满足纯损失或增益时的关系 𝜆𝑣 = −𝑖𝜆𝒟 。
哈密顿量在动量空间很容易对角化。在周期边界条件下（PBC），我们可以得

到该模型的能谱，

𝜖𝑘 = ± [−(𝑡′2𝑒𝑖𝑘 + 𝑡1)(𝑡2𝑒−𝑖𝑘 + 𝑡′1)]
1/2 + 𝑖𝜇,

如图4-2(b)所示。由于非厄米性质，该模型在开边界条件下（OBC）的能谱与 PBC
的能谱不同。著名的非厄米皮肤效应（NHSE）源于非对称跃迁，也会在 OBC中
发生 [26,82,310]。在 PBC中，NHSE对应于动量空间中的左右不对称性，这将在后面
讨论。根据有效哈密顿量实部的能谱结构，该系统已被分类为线状能隙相和点状

能隙相①，如图4-2(a)所示。系统的基态由填充所有具有负实数能量的单粒子态构
成。相反，Liouvillian能谱中的能隙通过 𝛬 = −min Im[𝜖𝑛]与哈密顿量的能谱相关。

① 在对角交线（𝜆(1 − 𝜆) = 𝜂(1 − 𝜂)）上，能谱会穿过瞬变点（EP）在动量空间中，具有奇特的态合并和缺
陷行为。关于瞬变点的更多细节可以在文献中找到 [28,197,200]。
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而系统的动力学行为主要取决于 Liouvillian能谱是否有能隙 [356]。当 𝜂 = 1/2时，
Liouvillian全谱的能隙才会关闭。
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图 4-1 模型的插图。(a) Su-Schrieffer-Heeger链经历交错的量子跃迁。(b)在没有量子跃
迁项的情况下，有效的非厄米哈密顿量驱动短时动力学
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图 4-2 (a)在参数 𝜆和 𝜂 变化时，非厄米哈密顿量 (4-3)的“相图”如图 (a)所示。绿色
区域表示实数谱的能隙相（在完整谱中为线能隙），粉色区域表示实数谱的非能隙相（在

完整谱中为点能隙），它们由交叉线分开，上面存在奇异点。黄色虚线 𝜆 = 1/2对应厄米
情况。𝜆 > 1/2（𝜆 < 1/2）对应于具有正（负）虚部谱的情况。棕色虚线表示模型缩减为
单带的情况。图中标注不同形状的代表点，它们的能谱在右侧面板中显示。在本文中，我

们主要关注 (III)，(I)和 (IV)。(b)不同相的完整谱：(I)，(III)和 (VI)是点能隙相；(II)是厄
米能隙相；(IV)是线能隙相；(V)是奇异相。(c)粒子数密度 𝑛𝑘(𝑡)在 𝑘空间随时间的演化，
存在左右不对称性。(d)开放边界条件（OBC）下，实空间粒子数密度 𝑛𝑥(𝑡)随时间的演
化，这是非厄米皮肤效应（NHSE）的遗留效应，也称为手征阻尼效应 [82]。

4.3 熵的含时演化

现在我们考虑系统的短期和长期演化。通过 Eq. (4-5)，可以很容易地计算出单
粒子算子的时间依赖性，例如粒子数密度，其结果如图 4-2(c)和 (d)。为了更好地
理解结果，我们考虑具有不同初始状态的双站点系统的启发式示例。

给定时间 𝑡 = 0，我们首先将两点最小系统设置为最大纠缠初始状态作为
Eq. (4-3)的基态，|𝜓(0)⟩𝐴𝐵 = √

1
2 |10⟩𝐴𝐵−√

1
2 |01⟩𝐴𝐵,时间相关的密度矩阵①可以通

① 请注意，在有粒子损失的开放系统中，随时间变化的单粒子密度矩阵的迹线不是 1，因为粒子数不守恒。
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过分析获得 Lindblad主方程 𝜌𝑡 = exp(ℒ𝐴𝐵𝑡)𝜌0,这样

𝜌𝑡 =
1
2
⎛
⎜⎜

⎝

0 0 0 0
0 𝑒−4𝛾𝑡 −𝑒−4𝛾𝑡 0
0 −𝑒−4𝛾𝑡 𝑒−4𝛾𝑡 0
0 0 0 2 − 2𝑒−4𝛾𝑡

⎞
⎟⎟

⎠

(4-6)

A的约化密度矩阵为 𝜌𝐴,𝑡 = Tr𝐵𝜌𝑡 = Diag{exp(−4𝛾𝑡)/2, 1− exp(−4𝛾𝑡)/2}。对于纯
态，两部分 A和 B之间的量子纠缠可以通过纠缠熵 𝑆𝐴(𝐵) = Tr𝜌𝐴(𝐵)ln𝜌𝐴(𝐵)来测量。
对于纯态，双分体 A和 B之间的量子纠缠可以通过纠缠熵来衡量。对于热化混合
态，熵中包含了经典信息。因此，可以采用纠缠形成度（EoF）[357-358]来衡量纯量

子纠缠，它计算创造纯态集合所需的最小纠缠量（由于纠缠的基本单元是纠缠对）。

这个最小值是在所有可能的 𝑝𝑖 概率下的混合态 𝜌mixed 的所有可能的纯态分解中进

行的。通过两比特协方差 ℭ(𝜌) = max {0, 𝜆1 − 𝜆2 − 𝜆3 − 𝜆4}来给出 EoF [357-358]，其

中 𝜆𝑖 是按降序排列的反转自旋矩阵的特征值的平方根。EoF由以下公式给出：

ℰ𝐹(𝜌) = ℎ (
1 + √1 − ℭ2

2 ) ,

ℎ(𝑥) = −𝑥 log2 𝑥 − (1 − 𝑥) log2(1 − 𝑥).

对于短时间动力学，经典信息通过快速热化的表现而不断增加，其中熵可以

捕捉到物理过程，而 EoF则忽略了这一过程。然而，熵可以完美地描述纠缠在长
时间范围内的衰减。这表明，熵可以被认为是描述整个时间演化过程中系统动力

学行为的可靠量。具体地，我们获得了 ℭ(𝑡) = 𝑒−4𝛾𝑡，它与 𝜌𝑡 的非平凡特征值一
致。时间依赖的 EoF则随着 𝛾𝑡exp(−8𝛾𝑡)单调减少。
在真正遇到多体问题之前，我们可以从微观层面上对两个粒子系统的结果进

行分析。基态是由三种不同类型的初始状态组成的线性组合，分别标记为 (i)、(ii)
和 (iii)。当基态带隙存在时，面积律规定纠缠仅存在于切割点附近，由 𝑂(𝑙0)的 (i)
状态贡献。然而，热化会激发一些 𝑂(𝑙)的 (ii)状态，导致两个子系统的总熵演化是
(i) (𝑂(𝑙0))和 (ii) (𝑂(𝑙))的组合。对于无带隙系统，有 𝑂(ln𝑙)的 (i)状态而非 𝑂(𝑙0)，
而热化过程基本相同。

在存在 Liouvillian能隙的情况下，粒子密度的衰减速率由指数因子 exp−𝛬𝑡主
导。然而，对于无能隙系统，在我们的研究中，密度的集体衰减速率对演化过程的贡

献为 ∫𝑑(𝛿𝑘) exp [−(𝛿𝑘)2𝑡] ∼ 𝑡−1/2。因此，蒸发过程中的熵演化取决于 Liouvillian
能隙是否关闭。

然而，多体密度矩阵被限制为迹线 1。
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为了计算空间二分的多体系统的纠缠熵，我们采用了 Refs. [140-142]中开发的关

联矩阵方法。尽管问题非常复杂，Wick定理仍然成立 [246,359-361]。由于刘维尔算符

的二次形式，我们可以使用单粒子图像来描述问题，注意到这里单粒子密度矩阵

未被归一化为 1。纠缠哈密顿量仍然可以被写成二次形式，因此可以同时对角化。
因此，约化（双正交 [362]）密度矩阵可以表示为 �̃�𝑡 = exp (∑𝛼𝜀𝛼(𝑡)𝑎†𝛼𝑎𝛼) /𝒵0，其
中 𝒵0是配分函数和归一化因子，满足 Tr�̃�0 = 1。我们在 𝑡 = 0时以实带的半填充
为系统的基态。纠缠熵由以下公式表示：

𝑆(𝑡) = −∑
𝜎
[𝐶𝜎(𝑡) ln𝐶𝜎(𝑡) − 𝐶𝜎(𝑡) ln (𝒵𝑡/𝒵0 − 𝐶𝜎(𝑡))

+ 𝒵𝑡/𝒵0 ln (1 − 𝐶𝜎(0))]
(4-7)

其中 𝐶𝜎(𝑡)是约化关联矩阵 �̃�𝑡的本征值，𝒵𝑡 = 𝒵0Tr�̃�𝑡。

(a) (b)

(c) (d)

图 4-3 熵的数值计算演示。格点总数取为 𝐿 = 200 (a) 𝑆 vs. 𝑡在 3个案例 𝜆 = 0.2, 𝜂 = 0.3
的固定等分中；𝜆 = 0.3, 𝜂 = 0.2; 𝜆 = 0.4, 𝜂 = 0.5。(b) 𝜆 = 0.4, 𝜂 = 0.5的 𝑆与 𝑙在不同时
间尺度下的对比。右上角显示 𝑆 = 𝛼 ln [sin (𝜋𝑙/𝐿)]在 𝑡 = 0处拟合，𝛼 = 0.333。(c) 𝑆与 𝑙
的 𝜆 = 0.2, 𝜂 = 0.3情况在不同的时间尺度。右上角：𝑆 = 𝛼 ln [sin (𝜋𝑙/𝐿)]在 𝑡 = 0处拟合
𝛼 = 0.333。(d)在不同时间尺度下 𝜆 = 0.2, 𝜂 = 0.3的 𝑆与 𝑙的对比。在 𝑡 = 0时，熵是一
个常数。

我们将总大小为 𝐿 的系统分成长度为 𝑙 的 A 部分和长度为 𝐿 − 𝑙 的 B 部分。
在 𝑡 = 0 时，能隙相分离的相中的熵 𝑆 等于一个与大小无关的常数 𝑎0，如图4-
3(d)所示，符合面积律。对于无能隙相，如图4-3(b)(c)所示，熵的拟合函数为 𝑆 =
0.333 ln [sin (𝜋𝑙/𝐿)] + 𝑐0，对应于一个中心荷 𝑐 = 1的共形场论 [363-364]。上述结果

可以通过 Toeplitz行列式解析获得 [144]。关于熵的缺乏任何 𝑙线性依赖的特性是一
维系统中两个点状费米面的结果。在这种情况下观察到的对数标度归因于这些费
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米点上占据态的不连续性。

然而，当量子跃迁开启时，系统经历了热化，费米面在时间演化中不再明确定

义。这导致随着系统演化而出现 𝑙线性依赖的熵。
接下来我们计算熵 𝑆 的时间演化，结果与我们的预期一致。我们可以使用

𝑆(𝑡) ∼ 𝑎(𝑡)ln𝑙 + 𝑏(𝑡)𝑙 + 𝑐(𝑡)来描述所有情况下的全时间尺度行为，仔细的拟合表
明，对于无能隙的刘维尔谱，𝑎(𝑡)和 𝑐(𝑡)以 𝑡−1/2 方式单调下降，对于有能隙的
刘维尔谱则为 exp−𝛬𝑡。𝑏(𝑡)的时间依赖性与 𝑆(𝑡)类似，它在小 𝑡 时呈 −𝑡ln𝑡 增
长，在无能隙的刘维尔谱下以 𝑏(𝑡) ∼ 𝑡−1/2ln𝑡 的速率衰减，在有能隙的刘维尔谱
下则以 𝑏(𝑡) ∼ 𝑡 exp−𝛬𝑡 的速率衰减。这种衰减是由于粒子损失引起的量子效应，
这也反映在大 𝑡时的纠缠度衰减中。值得注意的是，图4-2(e)中的时间依赖熵在短
时间极限下呈现相同的增长行为，可以用函数 𝑆(𝑡) ∼ −𝑡ln𝑡 来描述。该公式与文
献 [339]中报告的一维耗散相互作用费米子的短时间熵增长表达式相一致。我们强

调，在一维费米子液体中，短时间极限下熵增长的这种行为是普遍存在的 ①。

4.4 动量空间问题

将式(4-5)给出的关联函数傅里叶变换到动量空间，即可得到动量空间中准粒
子的动力学，如图4-2(d)所示。该图表现出左右不对称性，其中群速度 𝑣 = 𝑑𝐸/𝑑𝑘
的符号标识左移（右移）的粒子，使得 sign[𝑣] = −1(+1)对应于左移（右移）的
粒子。这种不对称性是非互补跃迁的结果，表明在有端点的 OBC中，粒子会倾向
于积累在一侧。

现在，我们将注意力转向同时受到密度-密度相互作用和粒子损失作用的系统
的时间演化。假设在 𝑡 = 0时激活粒子损失。在短时间内，费米面仍然是明确定义
的，因此可以通过玻色化使用拉丁格液体哈密顿量来检查短时间动力学：

𝐻 = ∑
𝑞≠0

𝑣|𝑞|𝑏†𝑞𝑏𝑞 +
𝑔2|𝑞|
2 [𝑏𝑞𝑏−𝑞 + 𝑏+𝑞 𝑏+−𝑞] , (4-8)

其中 𝑣|𝑞|表示具有速度 𝑣的能谱，𝑏†𝑞 = 𝑖√1/|𝑞| ∑ ∶ 𝑐†𝑘+𝑞𝑐𝑘 ∶在费米面周围创建电
子-空穴对，参数 𝑔2表示相互作用的强度。玻色化之后，量子跃迁算符变成了玻色
子算符的线性组合的指数。由于哈密顿量是二次的，𝜌的非幺正动力学编码在动量
空间关联函数 𝒞𝑘+𝑞,𝑘(𝑡) = Tr [𝑐†𝑘+𝑞𝑐𝑘𝜌(𝑡)]中。利用式(4-2)，𝑏†𝑞(𝑡)的运动方程为

∂𝑡𝑏†𝑞 = −4𝛾𝑏†𝑞 + 𝑖𝑣|𝑞|𝑏†𝑞 − 𝑖𝑔2|𝑞|𝑏−𝑞 , ∂𝑡𝑏−𝑞 = −𝑖𝑣|𝑞|𝑏−𝑞 − 𝑖𝑔2|𝑞|𝑏†𝑞 . (4-9)

① Toeplitz行列式的解析计算表明，当 𝑡很大且 𝜌𝑡 ≪ 1时，𝑎(𝑡) ∼ Li2𝜌𝑡 ∼ 𝜌𝑡。
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尽管获得完整解决方案很复杂，但我们可以专注于短时间动力学，将 𝑏†𝑞(𝑡)和
𝑏−𝑞(𝑡)表示为

𝑏+𝑞 (𝑡) = exp(𝑖𝑣|𝑞|𝑡 − 4𝛾𝑡)𝑏+𝑞 − 𝑖𝑔2|𝑞|𝑡𝑏−𝑞;

𝑏−𝑞(𝑡) = exp(−𝑖𝑣|𝑞|𝑡)(1 − 𝑖𝑔2|𝑞|𝑡)𝑏−𝑞 −
1
2𝑔

2
2|𝑞|2𝑡2𝑏+𝑞 ,

(4-10)

忽略高阶项。然而，在动量空间中将系统平等地二分为两部分 (𝑞 > 0和 𝑞 < 0)并
不总是可能的。这是因为 𝑞 > 0的部分呈指数衰减，而 𝑞 < 0处的粒子数几乎保
持不变。

此外，动量空间的纠缠熵（MSEE）应该以 exp(−8𝛾𝑡)的总体衰减因子展现出 𝑞
的总和。然而，如果时间 𝑡足够短，以至于损失事件不会发生，密度矩阵就会被简单
地重新规范化，[𝑏𝑞(𝑡), 𝑏+𝑞 (𝑡)] = 1的规范对易关系可以通过设置 𝑏+𝑞 (𝑡) = 𝑢𝑞(𝑡)𝑏+𝑞 +
𝑣𝑞(𝑡)𝑏−𝑞 来满足 ①。我们可以将短时间的伪 Bogoliubov 系数计算为 𝑢𝑞(𝑡) ∼ 1 +
𝑖𝑣|𝑞|𝑡−4𝛾𝑡和 𝑣𝑞(𝑡) ∼ −2√2𝑖𝛾1/2𝑡1/2，𝑔2的依赖仅出现在高阶项中。因此，MSEE
随时间增加，𝑆 ∼ −𝑡 ln 𝑡(𝑡 ≪ 1)，表明存在一个与相互作用无关的 𝑞，−𝑞纠缠，其
起源于 𝐿𝑞 的相干性质。这个结果反映了非对称跃迁的相关效应，其起源与 NHSE
相同。

4.5 总结和讨论

我们研究了一维动力学量子液体在不同情境下的熵。虽然熵提供了超越量

子纠缠的信息，但它提供了系统时间演化的更全面的表示。虽然对数纠缠消极

度 [138-139]是分析纯量子纠缠谱的可行方法，但它的计算复杂度相当大。冷原子光

学格系统的操作使得实验工程化了多体开放量子系统，其中原子之间的耦合和平

行干涉激光可以被精细调节 [365]。或者，可以通过控制量子比特之间的驱动频率和

耦合，在大规模耗散性三能级超导量子电路上模拟多体动力学。非厄米基态通过

量子测量制备 [232]，并且可以使用多种协议 [366-369]来测量纠缠。此外，其他数值或

基于量子比特的量子模拟技术，例如论文 [99,370]中所描述的，也适用于开放系统。

① 忽略非线性的 𝑏+𝑞 , 𝑏𝑞 项和 𝑏−𝑞(𝑡) = 𝑢∗𝑞(𝑡)𝑏−𝑞 − 𝑣𝑞(𝑡)𝑏+𝑞。假设 |𝑢𝑞(𝑡)|2 + |𝑣𝑞(𝑡)|2 = 1，如文献 [335]中的

𝒫𝒯-对称非厄米淬火过程一样。
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结 论

本论文旨在探究非厄米物理在量子层面的独特性质。

（1） 我们提出了一个非厄米的一维费米子格点模型，通过针对手征费米子
性质的一系列计算，明确了该模型作为手征费米子问题的解决方案的可行性，并

创造性地破除了不可行定理。该方案和思想为更多具有量子反常的场论模型提供

了全新的解决思路，甚至为大自然中的手性现象提供了一种创造性的新起源。

（2） 我们构造了一个一般化的费米子二带模型，并计算分析了带有不同类
型谱奇异点的非厄米模型的纠缠熵和纠缠谱，建立了不同类型奇异点和可能的实

的非幺正共形场论和复共形场论之间的联系。同时，我们提出了能谱中的零能奇

异点对纠缠谱的影响，即独立于拓扑零模和常规零模。该研究为人们探索和理解

一级相变以及其他新奇相变和量子纠缠行为提供了全新的思路。

（3） 我们通过构造一般化的非厄米费米子模型和利用我们创立的针对开放
系统的含时费米子纠缠熵计算方案，研究了一维费米液体随时间演化所表现出来

的普适行为。通过半解析和数值结果，我们发现了一维费米液体在短时间内的熵

的增加行为具有普适性，不管有无相互作用。此外，根据刘维谱的性质，我们提出

了适当的拟合公式，用于描述长时间熵的衰变行为。这对人们对量子开放系统和

非厄米系统的含时演化提供了明确的指导。

综上，以上三个方面均属于当前非厄米物理研究中较为独树一帜的，对加深

人们对非厄米性的理解开拓了新的道路。

需要注意的是，在非厄米强关联模型中，由于缺乏合适的数值手段，目前的

研究只能局限于少数格点的严格对角化或者在一些可积模型中进行严格解。对广

泛的非厄米现象，包括非厄米性引起的相变或奇异点导致的非幺正量子临界行为，

以及开放系统中的非平衡物理，需要开发能够针对一般性非厄米模型的有效数值

方法，例如适应非厄米哈密顿量的张量网络方法等。

此外，对于强关联体系中，非厄米性、拓扑性质及量子纠缠性质等之间的关联

和相互影响，人们还缺乏基本的认识。这是值得在未来进一步深入讨论的课题。
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